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1 Algoritmit ja algoritmien analysointi

Algoritmilla tarkoitetaan askel askeleelta suot#efa ohjetta jonkin tehtavan
suorittamiseksi tai jonkun ongelman ratkaisemisekdyvan” algoritmin on oltava
myods tehokas ja se tarvitsee toteutusta vartere sslbpivan tietorakenteen.
Tietorakenne on systemaattinen tapa tallettaaiigiortarvitsemaa tietoa.

1.1 Muutamia esimerkkeja ongelmista

Py

Annettu kokonaisluvutn ja m. Laske tulon-m. Ongelmalle loytyy
tehokkaita ratkaisualgoritmeja.

P,: Annettu kokonaislukujon® = a;, &, ..., &. Jarjestd luvut nousevaan

Ps:

Py

Ps:

jarjestykseen. Ongelmalle 10ytyy runsaasti erikisigoritmeja ja myds
tehokkaita ratkaisualgoritmeja.

Annettu verkko G. Sisaltaak6 G Eulerin polun? Eulerin polku on
yhtenainen polku, joka sisaltaéa verkon jokaisem tiésmalleen kerran.
Myads talle ongelmalle 16ytyy tehokkaita ratkaisuaigmeja.

Annettu verkkoG. SiséltaakdG Hamiltonin keh&n? Hamiltonin keh& on
verkon silmukka, joka siséaltda verkon kaikki solméasmalleen kerran.
Ongelma kuluu niin sanottuun NP-taydellisten ongeinjoukkoon. Sille
ei luultavasti ole olemassa tehokasta ratkaisugfgar.

Annettu C-kielinen funktioA ja sen syotex. Pysahtyyk6A:n suoritus
syotteellax? Ongelmds on algoritmisesti ratkeamaton (Turing/1936).

Todistus:
Oletetaan, ettaPs:lla olisi ratkaisualgoritmi, so. kaikilla syottéil
pysahtyva testifunktio:

boolean H(text p, text x)
/I p ohjelmateksti, x merkkijono,
Il H(p, X) = true, jos p pysahtyy syotteella x
Il H(p, X) = false, jos p ei pysahdy syottteelld x
{
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}

Maaritellaan tata kayttaen uusi funktio:
boolean K(text p)

if (H(p, p))
while true do ; // ikuinen silmukka
else
return true;
}

Merkitdan funktiorK tekstiak:lla ja tarkastellaan laskent&#k) :

K(k) pysahtyy, jos ja vain joH(k, k) = false jaH(k, k) = false, jos
ja vain josK(k) ei pyséhdy. Saadusta ristiriidasta seuraa, elseton
kaltaista pysahtymisen testausfunktibitaoi olla olemassa.

Ongelmalle Ps saadaan kuitenkin osittaisratkaisu yksinkertaisest
simuloimalla:

boolean K’(text p)

I/ simuloi ohjelman p toimintaa syotteella x;
Il jos p pysahtyy niin palauta true

Josp pysahtyy syoétteell&, funktio K’ palauttaa arvon true, muuten se ei
pysahdy.

* Pg Annettu C-kielinen funkticA. Pysahtyyk©A:n suoritus kaikilla syotteilla?
OngelmallaPs ei ole edes téllaista osittaisratkaisua.

1.2 Johdatusta algoritmin analysointiin

Algoritmille ei ole mitddn yleisesti hyvaksyttyd érdelma&. Yleensélgoritmila
tarkoitetaan jonoa ristiriidattomia askel askekealtioritettavia kaskyja, joiden avulla
saadaan jokin ongelma ratkaistua tai jokin teht&u@ritettua. Mutta yleisesti
algoritmilla voidaan tarkoittaa ohjetta, suunnitabm reseptia, .... Talla kurssilla
algoritmilla tarkoitetaan yleensa lopulta tietokohglmana toteutettavaa ongelman
ratkaisumenetelmaa.

Algoritmilla on syo6ttotietoa ja se tuottaa arvon jaukon arvoja tulostuksena.
Algoritmi  siis muodostuu jonosta askelia, jotka mtavat syo6ttdtiedon

tulostustiedoiksi. Taten puhutaan usdaskennallisesta ongelrsta ja sellaisen

ratkaisemisesta. Yleensa vaatimuksena on, ett&itahgo suorittaman askelmaaran
tulisi olla &arellinen. Olennaisena osana tietokdjgmana toteutettavaa algoritmia
on systemaattinen tapa sailyttaa ja kayttaa ongehatkaisussa tarvittavaa tietoa eli
ohjelman tietojen talletusrakenne w#torakenne
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Algoritmin olennaisena vaatimuksena on, ettd saaamikean vastauksen. Joskus
haetaan parasta ratkaisua useiden mahdollistenisaj&n joukosta. Paras ratkaisu
voidaan tunnistaa jonkin kriteerin mukaan. Talltdiman kaikista parhaan ratkaisun
selvittdminen voi olla niin tydlasta, etta tyydytddvain” suhteellisen hyvaan
ratkaisuun, vaikka se ei olisikaan valttamatta pamahdollinen. Kyseessa on silloin
likiarvoisesti eli approksimatiivisesti hyvan ratkan selvittdminen.

Algoritmi tehdaan ongelman ratkaisua varten. Kurgedmalle annetaan tarkat
laht6tiedot, niin tarkoitetaan ongelman tietiysiintyma. Eri lahtdtiedoilla saadaan
ongelmalle eri esiintymia.

Ongelma voidaan ratkaista aina useammalla erilaisggoritmilla. Taten tavoitteeksi
voidaan asettaa mahdollisimman hyvan eli jonkintamih mukaan tehokkaan
algoritmin l6ytdminen. Algoritmin tehokkuuden seétéimisella tullaan tarkoittamaan
algoritmin analysointh. Algoritmin analysoinnissa yritetadan selvittaa &nakin
ennustaa algoritmin tarvitsemia resursseja. Na@t&unsseja voivat olla esimerkiksi
muistitilan kayttd, kommunikaatiovaylan kaistanlgsdai muita tietokonelaitteiston
ominaisuuksia. Yleisin tarkasteltava resurssi ogomimin tarvitsema tietokoneen
suoritusaika

Jos ratkaistavana on yksi tai kaksi "pientd" ongelinesiintyma&a, niin ratkaisuun
Silloin algoritmin valintaan ei yleensa tarvitsénkiittdad suurempaa huomiota. Tietysti
silloinkin algoritmi tulee osata tarvittaessa tehdéidaan kuitenkin valita jokin

yksinkertainen tai jokin jo valmiina oleva toteutetalgoritmi. Jos kuitenkin on

ratkaistava useampia ongelman esiintymia tai ongebm vaikeasti ratkaistava tai
"suurikokoinen”, niin algoritmin valinta on tehtawolella.

Miten sitten tulisi selvittdd algoritmin suoritukai eli miten mitata algoritmin
suoritusaikaa? Jos algoritmi on implementoitu, siém suoritusaika on periaatteessa
selvitettdvissa testaamalla. Tall6in suorittamaltgoritmi erilaisilla syétteilla voidaan
mitata “tarkat” suoritusajat naille ongelman egimille. Tavallisesti ollaan
kiinnostuneita  suoritusajan  riippuvuudesta verratu erilaisiin  ongelman
syottotietoihin, varsinkin erisuuruisiin syo6ttotmd maariin. Siten algoritmi tulee
suorittaa erilaisilla ja erikokoisilla ongelmaniagymill&.

Normaalisti suoritusaika kasvaa syottétiedon madesvaessa. Mutta myds samalla
syottotiedon  koolla suoritusajat  voivat vaihdelle&Suoritusaikaan vaikuttaa
syottotiedon liséksi tietysti kaytettava laitteigtgparistd. Mutta niin myds se
ohjelmistoymparistd, jossa algoritmi on toteutettiséksi huomattava, etta tallaisia
suoritusaikamittauksia voidaan tehda vain rajolketjoukolle ongelman esiintymiéa.
Kun verrataan kahta erilaista algoritmia, niin itedulisi suorittaa tédsmalleen
samanlaisilla laitteistoilla ja tasmalleen samoissgelmistoympaéristdisséd. Edelleen
haittapuolena on se, ettd tarkkojen testien saamiteksi on algoritmit valttamatta
toteuttava tietokoneella.

Yll& esitetyn kaltainen aikamittaukseen perustuuvaritusajan analysointi on siis
monessa mielessé vaikeaa ja ongelmallista. Algorisuoritusajalle olisi hyva l6ytaa
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mahdollisimman yleinen mittari, joka ensinndkin moisi kaikki mahdolliset

syottotiedot ja toisaalta mahdollistaisi kahdenoatgin suhteellisen tehokkuuden
vertailun riippumatta laitteisto- ja ohjelmointiyi@pstosta. Edelleen algoritmin
tehokkuutta tulisi voida mitata siten, etta algord ei tarvitsisi toteuttaa millaan
ohjelmointikielella eika siis toteuttaa sita tietmieella.

Yleisempaa algoritmin suoritusajan vaativuutta waid selvittdda laskemalla
esimerkiksi algoritmin suorittamien operaatioidakumaaraa tai askeleiden maaraa.

Yritetdan selvittdd alla olevan metodin tehokkuwsteoritusajan suhteen. Metodi
laskee taulukossa olevien kokonaislukujen summalkodd taulukon alussan
kappaletta kokonaislukuja.

int laskeSumma(int [] t, int n) {
int summa = 0;
for (inti=0;i<n;i++){
summa = summa + t[i];

}

return summa;

}

Metodin toiminta on aina samanlainen taulukon adité riippumatta. Muuttuja
summa alustetaan ja siihen lisataan kokonaislukua. Metodin suoritus voidaan
selvittdd melko tarkasti. Jos taulukon alkioiderkulmaard muuttuu niin  silti
pystymme laskemaan kunkin rivin ja operaation fuskiertojen lukumaarat tarkasti
alkioiden lukumadardm (n > 0 ) funktiona. Ohjelman suoritusaika téaten riippuu
taulukon alkioiden lukumaarasta eli syottétiedon koosta. Kun alkioita on n
kappaletta niin suoritusaiki(n) voisi yhtalonéa olla muoto@(n) = n*t 1+t o,
missét ; on for-silmukan yhden kierroksen viema aikd yaon muuhun suoritukseen
kuluva aika.

Tarkastellaan toista esimerkki&, joka hakee tauluksta alkiosta suurimman.

int haeSuurin(int [] t, int n) {
int suurin = t[0];
for(inti=1;i<n;i++){
if (suurin < t[i])
suurin = t[i];

return suurin;

}

Tassa esimerkissa for-silmukan runko suoritetanarail kertaa. Kuitenkin sijoitus
suurin = {[i] suoritetaan vaihteleva maard kertoja riippuend stillaisia
taulukon alkiot ovat. Muuttujallesuurin  voidaan asettaa arvo vaihteleva méaara
esiintymasta riippuen. Taten suoritusaika riippuyds itse datan sisallosta el
ongelman esiintymasta. Tassa suoritusaika vaihteteetta for-silmukan runko
suoritetaan joka tapauksessa kertaa.
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Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkid, joka hakeskiota sisaltavasta taulukosta
jonkin méaaratyn alkion esiintymispaikkaa taulukos¥aulukon alkiot voivat olla
vapaasti missa jarjestyksessa tahansa, joten @@t taulukon alkioille
perékkaishaku taulukon alusta loppua kohti.

int haeAlkio(int [] t, int n, int alkio) {
for (inti=0;i<n;i++){
if (t[i] == alkio)
return i;
}

return -1;

}

Metodi palauttaa arvon -1, jos alkiota ei |0ydylt&osta. Tassa esimerkissa ei voida
tietdd kuinka monta kertaa for-silmukan runko detsan. Haettava alkio voi olla
taulukon missa alkiossa tahansa, joten silmukkaitet@an véahintdan kerran ja
enintddm kertaa.

Metodin suoritusaika siis vaihtelee ongelman egidn mukaan. Voidaankin
arvioida erilaisia suoritusaikoja. Paras mahdofliseioritusaika tassa esimerkissa on
vakioaika eli kun haettava alkio l0ytyy taulukonsanmaéisesta alkiosta. Pahin
mahdollinen suoritusaika tapahtuu silloin, kun teeta alkiota ei |0ydy lainkaan,
jolloin for silmukan runko suoritetaam kertaa. Tamé& antaa rajan, jota ei yliteta.
Yksi mahdollisuus on selvittaa keskimaarainen susaiika. Silloin tarkastelu voidaan
jakaa kahteen osaan. Jos haettavaa alkiota ei l|égdhpkosta, niin silmukka
suoritetaan aina kertaa. Toisaalta jos haettava alkio 16ytyy, risettava alkio voi
olla mik& tahansa taulukon alkioista. Jos haett@k& on taulukon ensimmainen
alkio, niin suoritetaan yksi vertailu, jos haettal&io on taulukon toinen alkio, niin
suoritetaan kaksi vertailua ja yleisesti, jos haettalkio on taulukok:s alkio, niin
suoritetaan k vertailua. Jos kaikkia alkioita haataamalla todennakoisyydelldn
niin voidaan laskea keskimaarainen vertailujen m&&rd (tassd on kaytetty

summakaavaal(r 2+3+--+n=>y" i = n(n2+ 1))

n+1) _n+1
2 2

%1+%2+%3+-~-+%n:%(1+2+3+-~-+n):%n(

Joskus ollaan kiinnostuneita nimenomaan keskimsgsti suoritusajasta. Silloin erés
vaikeus on ongelmatilanteen keskimaardisen sydgdsion maarittaminen. Usein

Tarkan suoritusajan laskenta ei siis useimmiten wighdollista ja jos se on
mahdollista niin se saattaa olla varsin hankalasélsi tarkka lopputulos on varsin
hankalaa muotoa.

Pyritddn yksinkertaiseen ratkaisuun suorittaen ralgon tehokkuuden tarkastelu
kayttaen analyyttisempéaa lahentymistapaa, joka sapraan algoritmin selkedmpaan
esitystapaan mielellddn ilman ohjelmakoodia. Tehoklen mittauksessa ei silloin
kaytetd ulkoisista tekijoista riippuvaa mittayksikkkuten sekunteja. Talldin voidaan
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laskea algoritmien suorittamien operaatioiden tsketeiden lukuméaaria. Kaikkia
operaatioita ei kannata laskea. Valitaan jokin peperaatio tai joitakin
perusoperaatiota ja lasketaan niiden lukumaaria.

Perusoperaation valinta ei yleensd ole vaikeaayasi olla eniten aikaa vieva
operaatio algoritmin sisimméssa silmukassa tainuséien suoritettava operaatio.
Esimerkiksi esitetyssd alkion hakuongelmassa pesrsatio voisi olla
vertailuoperaatio tai silmukkamuuttujan arvon sijebperaatio tai molemmat.

Jos tarkastellaan vaikkapa suurimman alkion etsingislmaa, niin havaitaan, etta
mitd enemman taulukossa on alkioita niin sitd kanemetsiminen luultavasti kestaa.
Taten perusoperaatioiden lukumaara riippuu tagsautesessa varmasti tutkittavien
alkioiden lukumaarasta. Perusoperaatioiden lukuénkésketaankisyottdtiedon koon
funktiong esimerkiksi tutkittavien alkioiden lukumaaran ktiona. Jos syottdtiedon
koko onn, niin perusoperaatioiden lukumaara voidaan Kkirjaittanktiomuodossa
f(n). Syoéttétiedon koko on tavallisesti helposti haweaid parametri. Jas kappaletta
alkioita halutaan laskea yhteen, niin syo6ttdtietoko onn. Josn:n alkion joukosta
halutaan hakea joku méaaratty alkio, niin syottaiie@oko on myos.

Algoritmeja voidaan esittda usealla eri tavallajeDhointikieli on erds tapa. Se on

tarkka, mutta monesti yksityiskohdat haivyttavaroiaisia algoritmin ideoita. Taman
vuoksi usein kaytetddpseudokoodi. Siind voidaan kayttda osittain tavallisimpia
ohjelmointikielten lauseiden rakenteita, mutta nseukana on myds vapaasti tekstia
kuvaamaan joitakin algoritmin toimintoja. Analystén varten on kuitenkin oltava

selvyys myos vapaana tekstind kuvattujen vaiheidehokkuuksista. Joskus

algoritmin askeleet eli vaiheet kuvataan vapaasdtstilla ja askeleet numeroidaan.
Siirtyminen muualle kuin seuraavaan askeleeseeoitdtaan askeleiden numeroiden
avulla. Erilaisia kaavioita ja paatéspuita nake@swysein kaytettavan.

Analysoitaessa algoritmin tehokkuutta ei siis k&ytemittayksikkbna mitdén
standardia aikayksikkboa. Kaytetaan aikaisemman Brukgerusoperaatioiden
lukumaaraa. Talloin ikaan kuin oletetaan kaikkiepematioiden suoritusaikojen
olevan suunnilleen samaa luokkaa. Téallainen lah@stgpa algoritmien kuvauksen
kaytossa on laskennallinen malli nimeltd RAM (Ramdéccess Machine). Se on
eraanlainen teoreettinen vastine olemassa olevidkoneille. Voidaan ajatella
kaytettavan myods muita formalismeja, Turingin kdneduring 1936], eri
ohjelmointikielet, (FORTRAN, BASIC, PASCAL, C, C+dAVA, ...), A-kalkyyli,
rekursiiviset funktiot, jne.

Algoritmien kuvauksen kannalta tarke@hurchin teesiimukaan kuitenkin:
kaikki edella mainitut algoritmikasitteen formalisoit ovat yhta voimakkaita.

Hyvaksytddn analysointia varten seuraava “invasigesiaate”. minka tahansa
algoritmin  "jarkevat” toteutukset poikkeavat aikati@uudeltaan enintaan
vakiotekijan verran. Tahan periaatteeseen nojatigan algoritmianalyysissa usein
huomiotta vaativuusfunktioiden vakiokertoimet jaydytddn analysoimaan vain
menetelman tehokkuuden kertaluokkaa ja muistetdrfitkettyjen vakioiden™

olemassaolo.
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Mika on tapauksen koko?

Ylla todettiin, ettda algoritmin suoritusaika yleénskasvaa syo6ttétiedon koon
kasvaessa. Taten algoritmin tehokkuus on jonkintt8yédon koon ilmaisevan
parametrinn, funktio. Tallainen sy6ttétiedon koko on tavalBtehelposti valittavissa
oleva parametri.

Laskennallisen ongelman esiintymén syottétiedon koolla tarkoitetaanx| |= x:n
"tiiviin” esityksen vaatimaa talletustilaa = ratkamlgoritmin sy6ttétiedon pituus.
Syottotiedon pituuttax| merkitaan usein kirjaimelia

Teoreettisesti: bitteja.
Kaytannossa: jokin sybtteen kokoa ilmaiseva lucatawre.

Tyypillisia esimerkkeja:

jarjestaminenn = jarjestettavien alkioiden maara,

verkko-ongelmatn = verkon solmujen tai kaarien maara tai jopa mohet)
matriisilaskentan = matriisin suurin dimensio tai matriisin alkior&kumaara.

Millaista aikaa analysoidaan?

Y& tuli esiin jo kolme eri mahdollisuutta: parasahdollinen suoritusaika, huonoin
mahdollinen suoritusaika tai keskimaarainen susaika.

Naistd ensimmainen ei yleensa ole juurikaan Kiitenas Hitain eli pahin mahdollinen

suoritusaika on tavallisin ja monesti myds tarpeeil. Lisdksi se on usein

suhteellisen helposti laskettavissa. Keskimaarasuemitusaika on usein kiinnostavin,
mutta sen ongelmana on syoéttétiedon jakauman s@hiihen ja lisdksi sen laskenta
voi tuottaa hankaluuksia. Joskus voidaan myods #aariniin sanottu tasoitettu

analyysi; tAman ideana on, etta "pitkissd" toimdajinoissa niin sanotut pahimmat
tapaukset voivat olla erittain harvinaisia ja tanv@ioksi kustannuksia jaetaan niiden
esiintymiskertojen mukaisessa suhteessa.

1.3 Funktion kertaluokka

Algoritmeja vertailtaessa pyritddn usein ennustamagagahimman tapauksen
suoritusajan kasvua, kum eli jarjestettdvien alkioiden lukumaéarad kasvaako®h
pahimman tapauksen suoritusaika vaikkapa muatba bn + c tietyilla vakioilla a
(> 0), b ja c. Silloin suurillan:n arvoilla termiar? on huomattavasti suurempi kuin
loput lausekkeen termhin + c ja tdten suoritusaikaa voidaankin arvioida pebkaist
termilla ar’. Edelleen voidaan havaita, ettd jos alkioiden fnkéran kasvaa
kaksinkertaiseksi niin valiinsijoitusmenetelman jpaman tapauksen suoritusaika
tulee noin nelinkertaiseksi. Tehdaankin lisaksil&igksinkertaistus, etta meita
kiinnostaa ainoastaan suoritusajamktion kasvunopeusSilloin riittaa siis tietaa
funktion korkeimman potenssin termi. Myds tdmankkomman potenssin termin
vakiokerroin jatetaan silloin pois, koska se on er@man merkitseva funktion
kasvunopeuden yhteydessa. Talloin kiinnostuksentdemta on vain se mita
suuruusluokkaa, kertaluokkaa, tama kasvunopeus nonkd potenssin mukaan



Algoritmit 1 8

suoritusaika kasvaa. Esimerkiksi alkion haubian alkion taulukosta pahimman
tapauksen suoritusajan kasvunopeus on siis kekiichiam.

Kertaluokka antaa varsin yksinkertaisessa muodkggan algoritmin tehokkuudesta.
Sen mukaan voidaan helposti verrata algoritmienteslifsia tehokkuuksia. Kun
syottétiedon koko, esimerkiksi hakuongelmassa tasdsa olevien alkioiden
lukumaara, kasvaa tarpeeksi suureksi, niin tamaitasajan funktion kertaluokka
tulee merkittavaksi tekijaksi. Talléin on Kkyseessidin sanottu algoritmin
asymptoottinen tehokkuus Tavallisesti algoritmi, joka on asymptoottisesti
tehokkaampi, on hyva valinta ehka aivan pieniatéyi@don kokoja lukuun ottamatta.

Olkoon meilla kaksi ei-negatiivista parametnifunktiotata(n) jatg(n). Jos

Niin funktio tg(n) kasvaa nopeammin kuita(n) ja silloin sanotaan, etté(n) on
asymptoottisesti pienempi kuitg(n). Vastaavasti talldirtg(n) on asymptoottisesti
suurempi kuinta(n). Jos tdma raja-arvo on nollasta eroava vakio, ta{m) ja tg(n)
ovat asymptoottisesti yhta suuria eli funktioidemtkluokat ovat samoja.

Nyt tarvitsemme merkintatavan kuvaamaan kasvuntgeut

KaytetadnO(g(n)) merkintdd kaikista niistd funktioista, jotka ovadymptoottisesti
pienempia tai yhta suuria kuin funktgqn). Tassa yhteydessa kaytetaan yleisesti =-
merkintaa ja esimerkiksion + 8 = O(n)eli g(n) = n Vastaavastér® + 7n + 35 =
O(r?) eli g(n) = rf. Myds5n + 8 = O(rf) eli tassakirg(n) = rf.

Esitetyn mukaan funktiot voidaan nyt asettaa asgotfiseen suuruusjarjestykseen.
Tama voidaan tehda, kuvaavat funktiot sitten susaikkaa, muistinkayttod tai mita
resurssia tahansa.

Annetaan seuraavassa tarkempi, formaali maarit@lynerkinnalle. Funktioiden
maarittelyalueena on luonnollisten lukujen joukdo N = 0, 1, 2, ... Tama sopii
hyvin algoritmien suoritusajalle ja my6s muistinidlie, koska syo6ttétiedon kokio

on talloin ei-negatiivinen kokonaisluku.

Tavallisimmin kaytetty on Big® (iso O) -merkinta,f(n) = O(g(n)) ja talléin
tarkoitetaan, ett§{n) on asymptoottisesti pienempi tai yhta suuri kgifn) eli saadaan
asymptoottinen vylarajag(n). Tarkka maarittely on seuraava, funktiollg(n)

merkinnallaO(g(n)) tarkoitetaan funktioitd f (n) , joilla O positiiviset vakiotc ja n,
siten, ettéd < f (n) < cg(n) kaikilla arvoillan=n,}.

Talldin sanotaan, etta funktiorf (n) vaativuus tai kompleksisuus 0®(g(n)) ja
kirjoitetaan f (n) = O(g(n)).

Esimerkiksi funktiollef(n) = 100rf + 30n + 450n voimassa, ettn) = O(rf), mutta
ei ole voimass&n) = O(n) eli f(n) # O(n).
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Esimerkkeja:

n? = O(n*) (oikeastaan siis tulisi kayttaa merkint&a O(°)).
1217 + 4n? = O(n°).

an“ + aunt+ ...+ ant + ag = O, kunk > 0jaac> 0.
logan = O(logy n) kaikillaa, b > 1

logz (n!) = )" log,i = O(nlog n).
> 1 =0(1)eli vakio.

i=0 2
Ominaisuuksia:

Josf(n) = O(g(n))jag(n) = O(h(n))niin f(n) = O(h(n))
O(cf(n)) = O(f(n))kaikilla vakioillac > 0.
Josfy(n) = O(au(n)) jafz(n) = O(ge(n)) niin fi(n)+f2(n) = O(max(@1(n), &(n))).

Jos algoritmi vaatii suurin piirtein saman ajappiimatta probleeman koosta, niin se
vie vakioajan. Silloin algoritmin suoritusajan viaaus on vakio ja siita kaytetdan
merkitdan O(1). Jos algoritmin pahimman tapauksen suoritusajaatiwaus on

an” +bn+c, niin vaativuus orO(nZ). Huomattava, etta myGs lineaarinen funktio eli

esimerkiksi3n + 15= O(nz). Tarkoituksena on tietysti I0ytaa aina mahdollisian
tiukka ylarajafunktio ja tdssa tapauksessa tuligoiktaa, ettd3n + 15=0O(n).

On olemassa myds muita kertaluokkafunktioiden nmegid, asymptoottinen alaraja
Q(f(n)), tarkka raja ©(f(n)) aito ylaraja o(f(n)) ja aito alarajaw(f(n)). Talla
opintojaksolla kaytetaan kuitenkin vainkertaluokkafunktiota.

Huom. Usein eri kirjoissa kaytetdaan hiukan erimignaaritelmia ja kannattaa aina
tarkistaa kirjasta tarkoin millaista merkintaa letggn.

Asymptoottisten funktioiden kaytdsta

Oletetaan, ettéd jonkun ongelman ratkaisemisekskaksi algoritmia; algoritmi A,
jonka suoritusajan vaativuus pahimmassa tapauksesBgn) = O(n) ja algoritmi B,
jonka suoritusajan vaativuus pahimmassa tapauksessdg(n) = O(f). Jos
pahimman tapauksen suoritusajan vaativuus on sskaialgoritmin valinnassa, niin
asymptoottisen analyysin mukaan algoritmi A on pge vaikka pienilla
syottotiedon koom arvoilla algoritmi B voikin olla nopeampi.

Seuraavassa on annettu neljdn algoritmin suorkomgai funktiot, tassa
poikkeuksellisesti siis tarkat funktiot, ja niidémivaajat. Nahdaan, etta pienilién
arvoilla funktioiden arvot ei juuri eroa toisistag@uuremmillan:n arvoilla erot eri
funktioiden arvojen valilla kasvavat hyvin suurikai mitd suurempn on, niin sita
merkittavampi on funktion kertaluokka.
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T(n) L 3
/ 2 n -2 n
30007 |
/ 5n2
20007 100n
10007

5 10 15 20
Tarkastellaan vield naitd neljaa algoritmia. Alia kuvattu mika on suurin ongelma
joka kullakin algoritmilla voidaan ratkaista tietyajan kuluessa. Nahdaan, etta
ensimmaisella algoritmilla ratkaisuajan kasvaesgakenkertaiseksi saadaan siita
taysi hyoty eli myos suurin sallittu ongelman kokasvaa kymmenkertaiseksi. Sen

sijaan eksponentiaalisen ratkaisuajan algoritmélkafunktio2”, suurimman sallitun
probleeman koko kasvaa vain vakiolla 3.

maxn
T(n) | 10° | 10* | lisays
100n| 10 | 100| x10
5n | 14 | 45 x 3.2
)| 12 | 27 x 2.3
2" | 10 | 13 +3

Onkin ratkaisevan tarkeaa, onko algoritmin aikawvaatsfunktio polynomisesti
rajoitettu vai ylipolynominen. Ylipolynomisia algtmeja kaytettdessa ei pidemman
ajoajan salliminen tai laitteiston tehostaminerrijlisda ratkaisumahdollisuuksia. Sen
sijaan tehokkaamman algoritmin I6ytaminen auttaaonmttavasti ongelman
ratkaistavuuden suhteen.

Peruskertaluokkia

Suoritusajan kasvunopeutta voidaan siis kayttddasuomaan kuinka algoritmin
vaativuus muuttuu syottdtiedon koon muuttuessa. o8ekayttokelpoinen myos
algoritmien vertailussa. Aikaisemman mukaan, koskaan ongelman ratkaisuun
voidaan kayttdd algoritmié, jonka pahimman tapauksen aikavaativuusQgn) ja
algoritmiaB, jonka pahimman tapauksen aikavaativuugOénf), niin algoritmiA on
parempi pahimman tapauksen mukaan kuin algo@mittavan suurella syottotiedon
koon arvollan. Tassd tulee olla varovainen sen suhteen mit&vdih suurella
tarkoitetaan.
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Seuraavassa taulukossa on esitetty kuuden eriifumiarvoja muutamilla pienilla

muuttujann arvoilla.

2

3

logn n nlogn n n 2
0 1 0 1 1 2
1 2 2 4 8 4
2 4 8 16 64 16
3 8 24 64 512 256
4 16 64 256 4096 65536
5 32 160 1024 | 32768 42949672096
6 64 384 4096 | 262144 =1.8*10%

Tastéakin taulukosta voidaan havaita eri suuruuglodkinktioiden erottuvan nopeasti
toisistaan. Jos jokin algoritmi on aikavaativuudait esimerkiksi eksponentiaalinen,
niin sen voidaan odottaa soveltuvan vain syottotieoon suhteen varsin pienten
ongelmien ratkaisuun.

Muutamat funktioiden suuruusluokat ovat erittaiaaléisia algoritmien analysoinnin
yhteydessa. Seuraavassa on luetteloitu tavallisisyiruusiuokkafunktioita:

1 Tama vaatii siiwakioajaneli on rippumaton syoton koosta.
logn Tama, logaritminen on usein tuloksena, kun ongelma voidaan jakaa

pienempaan osaongelmaan pienentden ongelman kokoto-osaan
alkuperaisestd.  Logaritmin  kantaluku  vaikuttaa  vairermin
vakiokertoimeen, joten kantaluvulla ei ole vaikugusuuruusluokkaan.
n Talldin yleensa jokin operaatio tehdaan kaikilldkialle. Tama
lineaarinen vaativuus on optimaalinen tapauksissa, joissa Kkkaik
syottotieto kasiteltava.
Tama on yleensa tuloksena, kun ongelma jaet@asaisesti osiin,
ratkaistaan kukin erikseen ja lopuksi viela kootaasaratkaisuista
lopullinen tulos.
n Tama nelidllinen vaativuus on kayttokelpoinen viela melko suuren
syottétiedon koon omaaville ongelmille. Talloin gfesa algoritmi
kasittelee ongelman kaikki alkioparit.

nlogn

n Taméakuutiollinen vaativuus sopii vain suhteellisen pienen sydttiitre
koon omaaville ongelmille.

n* Tass& on vakio ja tama tarkoittaa yleisegtilynomistavaativuutta.

2" Talla tarkoitetaareksponentiaalistavaativuutta. Nama ovat usein hyvin

paljon resursseja vaativia ja melko tavallisia Bayton ongelmiin.

Nama kaksi viimeista suuruusluokkaa ovat teoriamia#ta varsin merkittavia. Hyvin
yleisesti sanotaan, etta jos ongelmalle [6ytyy algo, jonka pahimman tapauksen
suoritusaika on polynominen, niin kyseinen ongeloma(hyvin) ratkeava. Jos taas
ongelmalle ei |oydy tallaista polynomista algorigmieli [6ydetdan vain
eksponentiaalisen suoritusajan algoritmeja, niigebmaa sanotaan ratkeamattomaksi
tai huonosti ratkaistavissa olevaksi. On olemass&ko ongelmia, joille ei ole
|6ydetty lainkaan polynomisia algoritmeja. Eréddi@élen ongelma on jo aikaisemmin
mainittu Hamiltonin keh&ongelma, kuten myds tunn&tiuppamatkustajan ongelma.
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Suuri joukko huonosti ratkeavia ongelmia, joillentetaan vain eksponentiaalisen
aikavaativuuden algoritmeja, on osoitettu kuuluydueiseen ongelmien joukkoon;
NP (nondeterministic polynomial-time) -taydellistengelmien joukkoon. Millekaan
naista NP-taydellisen joukon ongelmista ei ole &y polynomisen aikavaativuuden
ratkaisualgoritmia. Jos yhdellekin taman joukon enmgsta I6ydetaan polynomisen
ajan algoritmi, niin kaikki taman joukon ongelmawvab silloin ratkaistavissa
polynomisen ajan algoritmilla. Mutta toisaalta kakaei ole osoittanut, etta tallaista
polynomista algoritmia ei voisi olla olemassa. Ong#, joille on l6ydetty jokin
polynominen algoritmi, muodostavat polynomisessassg ratkeavien ongelmien
joukon, jota merkitaan P:lla. Teoreettisen tiet&gesittelyn suuri kysymys onkin, etta
onko P = NP.

1.4 Algoritmien analysointia

Ei-rekursiivinen algoritmi

Ohjelmaa tai algoritmia analysoitaessa maaritell@sin ohjelman yksittaisten

kaskyjen tai algoritmien yksittdisten askelien apyoottinen vaativuus. Taman

jalkeen ohjelman tai algoritmin vaativuus saadaahdistamalla perakkain

suoritettavien kaskyjen tai askelien vaativuudetorhioiden silmukat ja muut

rakenteet. Ohjelmaa ja algoritmia analysoitaessdaam kayttaa seuraavia séantoja,
tietysti huomioiden perusoperaatiot:

- Sijoituslause vie yleensa vakioajail).

- Jonoon perékkaisia lauseita kaytetdan aikaisemsiietisya summasaantoa.

- if-lauseen aika on ehtolausekkeen vaatima suorkasa ehdollisesti suoritetun
lauseen maksimisuoritusaika.

- Silmukan suoritusaika on silmukkalauseen lauseldteidaatima suoritusaika +
silmukan rungon suoritusaika summattuna yli kaikksgmukan suorituskertojen.

- Aliohjelmakutsujen suoritusaikaa varten on ensinittava aliohjelman vaatima
suoritusaika. Jos aliohjelma ei ole rekursiivingim riulee etsid ensin sellainen
aliohjelma, joka ei en&a sisalla aliohjelmakutsljasketaan sen suoritusaika ja
sen jalkeen voidaan laskea sellaisen aliohjelmamitsisaika, joka sisdltaa vain
sellaisten aliohjelmien kutsuja, joiden suoritusatk jo selvitetty. N&ain jatkamalla
saadaan aliohjelmakutsujen suoritusajat selvitettig@kursiiviset aliohjelmat
johtavat  useimmiten  seuraavan esimerkin  mukaisegtkursiivisiin
suoritusaikafunktioihin.

Rekursiivinen algoritmi

Rekursio on yksi vahvimmista ongelman ratkaisumsnestda. Sen perustana on se,
ettd pienempi ongelma on helpommin ratkaistavissa kuurempi. Kun ongelma on
tarpeeksi pieni, niin sen ratkaisu on erittain betp muodostettavissa. Téallainen
ratkaisutapa sopii usealle ongelmalle ja monet lomge ovat joko luonnostaan

rekursiivisia tai ne voidaan kuvata rekursiivisestélloin niiden ratkaisemiseen
voidaan etsid algoritmia vaikkapa osittamisperesatt(hajoita-ja-hallitse, divide-and-
conquer) mukaisesti. Siind probleema jaetaan pipnem vastaavanlaisiin
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osaongelmiin, jotka ratkaistaan rekursiivisestitgaan jalkeen yhdistetaan naiden
osaongelmien ratkaisuista alkuperaisen ongelméaisat

Useat rekursiiviset algoritmit perustuvat seurdaypkriaatteille

Mahdollisesti tarvittavat globaalit muuttujat aletstan. Sitten suoritetaan
rekursiivisen algoritmin aloituskutsu.

Algoritmissa tarkistetaan ensin, ettd kyseessa lei ppeni yksinkertainen
ongelma jaljelld. Jos nain on, niin ratkaistaanaspalautetaan taman antama
ratkaisu.

Muutoin tehdaan tamanhetkisestd ongelmasta yksugaampia pienempia
vastaavanlaisia ongelmia ja ratkaistaan ne rekisten kutsujen avulla.
Ratkaisut pannaan talteen.

Muodostetaan naiden pienempien ongelmien ratkagsut&man kutsun
ongelman ratkaisu.

Jarjestamisongelma voidaan ratkaista myos tadlldaggeella ja nain tehd&én
lomitusmenetelmassa. Periaate on silloin seuraava:

Oletetaan, etta jarjestettavien alkioiden lukumagrs2"

Jaetaan jarjestettavétlkiota kahteery, alkion osajoukkoon.

Jarjestetdan molempien osajoukkojen alkiot rekuisssti siis kayttaen tata
samaa menetelmaa.

Yhdistetaan kahden jarjestetyn osajoukon alkiotiti@malla, jolloin tuloksena
saadaan alkuperaisten alkioiden jarjestetty joukko.

Rekursiivinen alkioiden jarjestaminen voidaan l¢ép&t kun osajoukossa on
vain yksi alkio.

Kokoamalla esitetyt periaatteet sopivasti saadaaraavanlainen algoritmi:

/I Lomitusmenetelméa
Merge_sort(a, I, h)

}

if (I <h) {

k =

(I+h)/2;

Merge_sort(a, I, k);
Merge_sort(a, k+1, h);
Merge(a, |, k, h);

Tassaa on jarjestettavat alkiot sisaltava taulukkoon jarjestettdavan taulukon osan
ensimmainen eli alimmainen indeksi fa vastaavasti viimeinen eli ylimmainen
indeksi. Merge lomittaa taulukon jarjestyksessa olevat oaft..k] ja a[k+1...h]
jarjestykseen taulukon alkioihig[l...h]. Algoritmin toiminta selvinnee seuraavasta
esimerkista, joka jarjestaa taulukaralkiot 0..7. TAssa on pystyviivalla kuvattu aina
senhetkiset taulukon jakopaikat.
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(6, 12, 17, 20,
(6, 12, 17, 20,
(6, 12, 17, 20,| 9, 14,|15, 23)
(6, 12, 17, 20,| 9, 14, 15, 23)
(6, 9, 12, 14, 15, 17, 20, 23)

14,19, |23, 15)
9, 14, |23, ] 15)

(20, 6, 12, 17, 14, 9, 23, 15)
(20, 6, 12, 17,| 14, 9, 23, 15)
(20, 6,|12, 17,| 14, 9, 23, 15)
(20,16, |12, 17,| 14, 9, 23, 15)
(6, 20,|12,|17,| 14, 9, 23, 15)
(6, 20,|12, 17,| 14, 9, 23, 15)
(6, 12, 17, 20,| 14, 9, 23, 15)
(6, 12, 17, 20,| 14, 9,|23, 15)

I

I

I

I

Rekursiivisten algoritmien suoritusajan vaativuultskettaessa kaytetaan yleensa
rekursiivisia funktioita. MerkitddnT(n) on algoritmin suoritusajan pahimman
tapauksen vaativuus, kun syottétiedon koko romlkiota. If-lauseen suoritus vie
vakioajanb ja samoin seuraavan rivin suoritus. Seuraavan nekursiivisen kutsun
suoritusajan vaativuus oﬁ(%) ja samoin toiselle rekursiivisella kutsulla seuwaka
rivild. Merge eli lomitus voidaan tehd& lineaarisessa ajassmidén lukumaaran
suhteen eli ajassen. Taten koko algoritmin suoritusajan vaativuus aaid Kirjoittaa
muodossa

T(n):{b’ josn=1,

2T (%) +cn, josn> 1.

Voidaan osoittaa, ettd(n) = O(n log n), missa logn tarkoittaa kaksikantaista
logaritmia.

Tarpeeksi suurella syo6ttétiedon koolla lomitusmenetelmaO(n log n) on

huomattavasti nopeampi kuin jokin yksinkertainemjegtamismenetelma, jonka
pahimman tapauksen suoritusajan vaativuu©@m). Olkoon meilla tietokone, joka
suorittaa 100 000 000 kaskya sekunnissa ja olkookinj yksinkertainen
jarjestamismenetelma ohjelmoitu koodiksi, joka itsee noin2n® taman tietokoneen
kaskya jarjestamaam alkiota. Vastaavasti lomitusmenetelman ohjelmakoad

50nlogn tietokoneen kaskya. Talldin miljoonan alkion jg&tdminen vie

yksinkertaisella menetelmalla 5.56 tuntia kun tdamitusmenetelmé& veisi 10
sekuntia.

Aikavaativuusanalyysin kaytettavyydesta

Kaytettdessa esitettya pahimman tapauksen aikauaatinalyysia tulee huomioida
seuraavat seikat:

1) Joidenkin (monien?) algoritmien kayttaytyminen oeskimaarin huomattavasti
parempaa kuin pahimmassa tapauksessa (esim. Isgaaptimoinnin simplex-
algoritmi).
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2) Algoritmia kaytetddn vain kerran tai pari. Talléamjelman kehityskustannukset
hallitsevat kokonaiskustannuksia. Helpoimmin tod¢talva algoritmi voi olla paras
valinta.

3) Algoritmia toteutetaan vain pienilla syottotiedoodk arvoilla. Talldin saattaa
suoritusajan funktion termien kertoimilla olla sempi vaikutus kuin funktion
kasvunopeudella.

4) Tehokkain algoritmi voi olla niin monimutkainent&tsita ei voida tai ei kannata
toteuttaa.

5) Algoritmin muistitilan tarve voi olla niin suuri, t& joudutaan kayttdmaan
toissijaista muistia, joka taasen hidastaa algaaitilyds virtuaalimuistin kayton
merkitys voi olla hAmmastyttavan suuri.

6) Algoritmeilla voi olla joitain muita tarkeita vaatiuksia. Esimerkiksi numeerisilla
algoritmeilla saattaa numeerinen tarkkuus asegaadatimuksia.

7) Swap- ja cache-muistien kaytto voi tuottaa yllatstks

Muistitilan analysointi

Muistitilan kayttdd voidaan analysoida vastaavastilistitilaa tarvitaan ensinnakin
itse ohjelmakoodia varten. Toisaalta muistitilaavitaan ohjelman tietoja varten;
ohjelmassa esiintyy erilaista ohjelman kannaltaiotetoa ja algoritmin kayttamaa
tyotietoa. Tieto voi olla joko staattisesti tai @amisesti varattua. Liséksi ohjelma
kayttda muistia ohjelmointiymparistéa varten, $ielse varaa muistia lahinna
aliohjelmien kutsujen yhteydessa.

Kokonaisuudessaan ohjelman kayttama muistitila aand jakaa kahteen osaan.
Kiinted osa muistitilaa, jonka koko ei riipu lairdea ongelman esiintymasta; se
siséltda lahinna ohjelmakoodin. Vaihteleva osa titilgs kasittda lahinna esiintyman
datan, ohjelman muuttujia ja esimerkiksi aliohjekusujen vaatiman muistitilan. Se
mika eri algoritmien toteutuksissa kiinnostaa oityesesti tdméa vaihtuvan osan
muistitila.

Muistitilan tarpeen laskenta on yleensa yksinkseipaa kuin suoritusajan laskenta.
Tosin mukana on usein piilevaa muistitilan kayttoa.

Algoritmin suoritusajan mittaaminen

Ylla esitetty matemaattinen analysointitapa eli rgueajan vaativuuden
laskemismenetelma voi joskus olla riittaméaton. \Aaid esimerkiksi 6ytaa useampia
algoritmeja, joiden vaativuus pahimmassa tapaukskssgluu samaan kertaluokkaan.
Talléin voidaan algoritmin valintaa varten suomttatarkempi aika-analyysi
toteuttamalla algoritmi jollain ohjelmointikielelldJa implementoidulla algoritmilla
suoritetaan empiirinen analyysi mittaamalla susatkioja.

Implementoidulla algoritmilla voidaan helposti s&#@ mydés muuta kuin
suoritusaikaa. On mahdollista laskea laskuria Kayétla tiettyjen operaatioiden
lukumaaria tai muistiviittausten lukumaaria. Voidaanyos selvittaa ajallisesti
ohjelman pullokaulapaikat, jonka jéalkeen tehostanivoidaan kohdistaa oikeisiin
paikkoihin.
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Suoritusaikaa mitattaessa tulee muistaa, ettaesygteantamat kelloajat eivat kuvaa
tarkasti pelkastaan algoritmin suoritusaikaa. T§mrdutaan yleensa suorittamaan
useita testiajoja ja laskemaan niista esimerkikskiarvo.

Itse testiajoja varten tulee muodostaa testiaioei€dn paatettavd minka kokoisilla
aineistoilla testeja suoritetaan eli mita tulevinoaan syottotietojen koon arvot.
Kannattaa aloittaa melko pienill&n arvoilla ja kasvattaa sitéd tarpeen mukaan.
Kullakin n:n arvolla on muodostettava itse syottétiedot, goidtulisi noudattaa
oletettavissa olevan syottotiedon jakaumaa. Tasgk&n kayttaad historiatietoja ja jos
sellaisia ei ole, niin usein kaytetdan apuna satisiukugeneraattorin avulla
muodostettuja aineistoja. Se mahdollistaa helpostiurienkin syottotietojen
muodostamisen.

Saatujen tulosten perusteella pyritddn muodostamaanoritusajalle lauseke
syottétiedon koon funktiona. Nain voidaan saadtioita, joissa on mukana myos
erilaisia vakiokertoimia ja muitakin termeja kuiorkeimman potenssin termi. T&man
lausekkeen avulla voidaan myds ennustaa suori@samuilla syottdtiedon koon
arvoilla. Tulostietojen esittaminen taulukkomuodos® hyvin tavallista, mutta ehka
selkeammin tuloksia voidaan nahda graafisestattikessta.

Tarkein ero empiirisen analyysin ja matemaattisealyysin kohdalla on se, etta
matemaattinen menetelmd on riippumaton tietyist®tt8edoista. Toisaalta
pahimman ajan matemaattinen analyysi voi antaa dmwokuvan algoritmin

keskimaaraisesta kayttaytymisesta eikd anna mitkigéantodellista kelloaika-arviota
algoritmin suoritusajalle.
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2 Perustietorakenteita

Algoritmeja toteutettaessa tulee ongelman tiedotalgoritmin tarvitsemat tiedot
tallettaa jonkinlaiseen tietorakenteeseen kayttdartem. Samoin algoritmia
analysoitaessa on tiedettava tietojen talletustiapska se vaikuttaa suoritusaikaan ja
muistitilan tarpeeseen. Tata varten tassa tarkastemuutamia perustietorakenteita ja
niiden eri talletusmuotojen kayttamia algoritmejaiietorakenteita tarkastellaan
abstrakteina tietotyyppeina.

Abstrakti tietotyyppi

Tietorakenne pyritaan maarittelemaan abstraktiet@tiryppind, jolloin siitd annetaan
seuraavat ominaisuudet.

» tiedot eli mita tietoalkioita rakenteessa on ja
» operaatiot eli mita tiedoilla voidaan tehda.

Abstraktin tietotyypin maarittely on riippumaton edion esitysmuodosta ja
toteutuksessa kaytettavasta ohjelmointikielest&saaaiheessa ei viela valiteta siita
miten  rakenne  toteutetaan.  Toteutuksia ja  niiden sityiskohtaisia
ohjelmointimahdollisuuksia on monia, joista useinim@at huonoja. Tunnusomaista
rakenteiden perusmaarittelyille ja toteutuksille ettéa harvoin I6ytyy yksiselitteisesti
parasta vaihtoehtoa. Miltei aina on tyydyttdva koompissiin (nopeus, muistitila,
toteutuksen yksinkertaisuus, kayton helppous).

2.1 Pino

Pino (stack, push down list, LIFO) on tietorakenmeissd alkio voidaan lisata
ensimmaiseksi, pinon paallimmaiseksi, ja poistogae pinon paallimmainen el
viimeksi lisétty voidaan poistaa. Pinojen yhteydessiista operaatioista kaytetddn
nimityksié push(lisdys pinon huipulle) jaop (pinon huippualkion poisto ja palautus).
Joskus huippualkion palautus suoritetaan omanaaapenaaniop, ja poisto omana
operaationaamnpop. Usein on mukana my6s operaas&mpty jolla voidaan testata
onko pino tyhjd ja operaatigize joka palauttaa pinossa talla hetkella olevien
alkioiden lukum&aran. Implementoinnista riippuenidaan ehkd tehda muitakin
toimenpiteitd, mutta varsinaisesti pinoon kuulwan edella mainitut.

Pinolle on siis ominaista, etté siitd voidaan astain se alkio, joka lisattiin siihen
viimeksi. Tasta tulee nimitys LIFO, Last-In-FirstiO Yksinkertaisin esimerkki on
pino kirjoja. Uusi kirja voidaan helposti lisataingpinon paallimmaiseksi. Samoin
vain tama voidaan poistaa helposti.

Yksinkertaisuudestaan huolimatta pino on kesketiet¢arakenne.

e Aliohjelmia kutsuttaessa paluuosoite kutsuvaan h@imaan ja o0sa
parametreista asetetaan pinoon. Samasta pinosattkugliohjelma allokoi
tilan automatic-tyyppisille muuttujille. Tama meakhd sopii myos
rekursiivisille aliohjelmille, jolloin puhutaan ugerekursiopinosta.
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* Kun suorittimessa tapahtuu keskeytys, osa konek&isteecista talletetaan
kayttojarjestelman hallitsemaan pinoon. Jos kegk&ytpalveleva ohjelma
keskeytetd@n jonkin etuoikeutetun tapahtuman jdlagdsilee pinoon lisaa
uusi kerros.

* Yksinkertainen esimerkki pinon kaytostda. Olkoon kkgono, missa on
erilaisia sulkumerkkeja {, }, [ ,] ,(,) muiden meien lisdksi. On testattava,
ettd sulkumerkit sulkeutuvat oikein. Silloin esiki&si seuraava jarjestys on
oikein:  0([00K(0}). Seuraava taas on vaarin(f) Oikeantyyppiset
sulkumerkkijonot muodostavat kontekstivapaan kielerSeuraavalla
algoritmilla tarkastetaan sulkumerkkien oikeellisukayttden pinoa, jonka
alkiot voivat olla vasempia sulkumerkkeja.

1) Alustetaan pino tyhjaksi. Asetutaan merkkijonoruaif.

2) Jos on tultu merkkijonon loppuun ja pino on tyhg&at sulkumerkit
oikein ja lopetetaan.

3) Otetaan merkkijonosta seuraava merékijota kasitelladn seuraavien
vaihtoehtojen 4,5,6 mukaisesti.

4) Josa on jokin vasen sulku, niipush(a)

5) Josa on jokin oikea sulku ja pinon ensimmaingap() ) merkki on
samaa tyyppia oleva vasen sulku, ngap() . Muussa tapauksessa
sulkumerkit ovat vaarin, jolloin lopetetaan.

6) Josa on muu merkki, ei tehda mitaan.

7) Toistetaan kohdasta 2.

Alla on pinon tilanne edella mainitussa algoritmais&un kasitelladn merkkijonoa
O0TO00KO}. Merkki | edustaa pinon pohjaa. Pinopdaallimmainen merkki on
vasemmalla ennen kaksoispistettd. Kaksoispiste ueiluk pinoon. Kaksoispisteen
jalkeen on vuorossa oleva merkki kun ollaan kohal&ss

G 9 R G [ I (I G (1) B [ (R G ([
10 G G G (9 2 (4 S (G B

Pinon implementoinnista

Ohjelmointikielissd on nykyaan valmiina pino tallstakenne kaytettavissa. Jos
kuitenkin haluaa tai tarvitsee itse implementoidgi@op niin talléin on lahinn& kaksi
vaihtoehtoa; taulukko tai dynaaminen muistin kaytto

Pino talletetaan taulukkogm siten, ettd pinon viimeinen alkio on aina posgm$ ja
pinon alkioiden lukumaaran ilmoittaa muuttmaSilloin pinon ensimmainen alkio on
positiossa[n-1]

* Kun pinoon lisatdén alkio, niin ensin varmistetaatian on pienempi kuin
PMAXjoka on taulukon koko.

» Sitten ensimmaisen alkion tiedot jaljennetaan pommit n, jonka jalkeen
suoritetaam=n+1.
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* Kun pinosta poistetaan alkio, varmistetaan engtd,ne0 (pino ei ole tyhja).
Sitten suoritetaam=n-1 ja otetaan taulukon tietueespdn] tarvittavat
tiedot.

Jos ohjelmassa kasitelladn useita pinoja, niin iggiapinoa kohti tarvitaan oma
taulukko.

Taulukkoesityksen etuna on yksinkertaisuus. Hadttéaas on se, ettd jos pinossa
samanaikaisesti olevien alkioiden maksimimaardeedeta tarkasti, voi pinon sallittu
koko ylittyd. Tata haittaa voidaan pienentaa sediltagavoilla.

» Pyritddn laskemaan ohjelman alkuarvojen perustgkitaja pinon koolle. Itse
taulukko varataan dynaamisesti.

* Varataan tilaa reilusti. Haittana on tietenkin maliden muistitilan
loppuminen.

* Kun taulukko tulee tayteen, laajennetaan sitd wvaadla uusi suurempi
taulukko, jonne senhetkinen pino sitten kopioiddaEaman haittana on se, etta
laajennuksen yhteydessa on tilaa oltava seka vieneah uudelle taulukolle
yhtaikaa ennen kuin vanha taulukko jaljennetaaeerutSiis nytkin voi muisti
loppua kesken. Yhtéa hyvin voitaisiin alun perinatartilaa riittavasti.

Kaksi pinoa voidaan katevasti tallettaa samaanuk&olon siten, ettd ensimmaisen
pinon pohja on taulukon alussa ja pino huippu kaskahti taulukon loppupaata.
Toinen pino sijoitetaan vastaavasti siten, etté mama on taulukon lopussa ja pino
kasvaa kohti taulukon alkupaata.

Pino voidaan tallettaa myds linkittdmalla dynaamrsenuistiin. Talloin tulee linkitys
hoitaa pinon huipulta pohjaa kohti.

Kaytetddn kumpaa talletustapaa tahansa niin pieoaagiot ovat erittéain tehokkaita.
Poisto, lisdys ja huippualkion arvon selvittaminvendaan tehda vakioajassa.

2.2 Jono

Jono (queue, FIFO) on tietorakenne, missa tavatlisen operaatiotisaa jonon
viimeiseksi(enqueug ja poista jonon alustgddequeug Tassa voi olla samoin kuin
pinossa erikseen operaatio, joka vain palauttaandweula-alkion arvon. Lisdksi on
usein operaatiatize joka palauttaa jonossa olevien alkioiden lukurdagaisEmpty
joka palauttaa boolean arvon tosi, jos jono onéyajmuutoin arvon epétosi. Jono on
loogisesti samankaltainen kuin tavaratalon kassajon

Alla on esimerkki kirjaimia sisdltavan jonon toirtahistoriasta. Jonon alku on
vasemmalla. Nuoli vasemmalla tarkoittaa, ettd jtenosn juuri poistettu nuolen
osoittama merkki. Nuoli jonon perapadssad kuvaa, ®t# jonoon ollaan juuri
lisddmassa merkkia. Jonon merkit ovat merkkien: |yalissa, jotka eivat kuulu itse
jonoon.
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<A JA:«<C A—|C: |IC:—F |CF:eX C|FX: F—|X: X |:

Jonon yleistyksena on kaksipainen jono (dequeu&sérnvoidaan lisata alkuun tai
loppuun ja my6s poistaa alusta tai lopusta.

Tietotekniikassa on seuraavia jonojen sovelluksia.
* Vuoroaan odottavien tehtavien jono moniajokaytiégtelmassa.
» |/O-komentojen jono kayttojarjestelman levypahesdga.
* Tapahtumajonot (Event Queue) (hiren ja nappaimistpainallukset)
graafisten kayttajaliittymien ohjausohjelmistoiggédndows, XWindows).
» Todellisten jonojen mallittaminen simulointiohjelstdissa.

My06s jono on nykyaan suoraan kaytettavissa useisanihjelmointikielissa. Mutta
jos toteuttaa sen itse niin toteutus on jélleerierllisen helppoa.

Taulukossa talletus olisi yksinkertaisinta sitetta éaulukossag, jonka pituus on
QMAX jonon ensimmainen alkio olisi aina positiossaa0jgnon viimeinen alkio
positiossan-1 . Tassan on jonon alkioiden lukumaara. Jonon ensimmaisé&iorml
poisto kuitenkin edellyttaisi taulukon kaikkien mliden siirtdmista eteenpain. Tasta
syysta ainoa jarkeva jonon taulukkotalletusmuoto tanlukossa kiertdva jono.
Periaatteena on, ettd kun jono on tayttynyt taulukomeiseen positioon saakka,
asetetaan seuraava alkio taulukon positioon 0. Kamon ensimmainen alkio
poistetaan, siirtyy jonon ensimmainen positio askeleteenpain. Jos silloin taulukon
loppu ohitetaan, siirtyy uusi jonon alkukohta piogih 0. Jotta voitaisiin testata koska
jono on tyhja tai taysi, talletetaan taulukkoomka koko olkoorQMAXenintdarQ1

= QMAX-1 alkiota. Jonon ensimmaisen alkion indeksi taulskoslkoonf (front) ja
viimeista seuraavan paikan indeksi(back). Indeksb osoittaa aina tyhjaa paikkaa.
Toinen tapa tyhjan jonon tarkasteluun on kayttdkuekenttdd, jossa pidetdan ylla
koko ajan jonossa olevien alkioiden lukumaaraa.

Kunf=Db , onjono tyhja. Jono on taysi, kun joke 0 jab = Q1 , tai kunf >
Ojaf-b=1

Jono-operaatioiden suoritus:
» Lisays jonoon (enqueue)
- Tarkistetaan, etta jono ei ole taysi.
- Jaljennetaan uuden alkion tiedot positidon
- Josb<Q1 ,niinb=b+1 .Josb=0Q1 , niin asetetaah =0
» Poisto jonosta (dequeue)
- Tarkistetaan, etta jono ei ole tyhja.
- Otetaan jonon ensimmaisesta alkidstarvittavat tiedot.
- Josf<Q1l, niinf=f+1 . Josf = Q1 , niin asetetaaf0 .

Todetaan, ettd nyt kumpaankin operaatioon menee gka on rijppumaton jonon
alkioiden lukumaarasta eli vakioaika. Jono voidaaplementoida myos kayttéden
linkitystd dynaamisessa muistissa. Silloin linkibh@dettava jonon keulasta kohti jono
viimeista alkiota. Talléin myds operaatioiden sumaika on vakio. Oikeastaan ainoa
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huono puoli jonon toteuttamisessa taulukossa o& j@ion maksimikapasiteetti tulee
tuntea etukateen.

2.3 Lista

Lista on erittdin monipuolinen ja yleinen tietorake. Se koostuu joukosta
samantyyppisia alkioita (tietueita). Seuraavia nttdyja ei ole yritetty tehda
matemaattisessa mielessa minimaalisiksi.

» Listal voi olla tyhja.

* Ei tyhjassa listassa on kaksi erikoisasemassa ala@llgota, ensimmainen
alkio first(l) ja viimeinen alkiolast(l) . Jos listassd on vain yksi
alkio, niinfirst(l) = last(l)

« Listan alkiot muodostavat taydellisesti jarjestetypukon. Tata jarjestysta
kutsutaan myos talletusjarjestykseksi. Silloin jek#da alkiolla a, paitsi
viimeisella, on valitdn seuraafaicc(a) . Samoin jokaisella alkiolla, paitsi
ensimmaisella, on valiton edeltfjéed(a)

e Listan jokaiselle alkiolle voidaan antaa jarjestysrero. Niinpd alkion
first(l) jarjestysnumero on O (tai 1). Jos alki@njarjestysnumero on,
niin alkiolla succ(a) se oni+l ja alkiolla pred(a) se oni-1 ,
edellyttaen, etta vastaavat alkiot ovat olemassa.

» Listan ensimméinen (ja mahdollisesti viimeinen) i@llovat valittdmasti
kaytettavissa.

Listan alkioilla on siis tietty rakenteellinen jé@stysnumero ja tdma jarjestys asettaa
listan alkioille lineaarisen jarjestyksen. Nainenllpuhutaan lineaarisista listoista.

Listoille suoritettavat operaatiot vaihtelevat &®ep mukaan. Kuinka tehokkaita
(vahan aikaa vievia) eri operaatiot ovat, riippumpiementoinnista. Kaikkia

operaatioita ei valttamatta tarvitsekaan kaytt&ur&avassa on lueteltu tavallisimpia
listaoperaatioita.

» Listan kulku eteenpain. Olkoon listan allaokaytettavissa. Se tarkoittaa, etta
siihen on referenssi. Silloin saadaan kaytettavéésiseuraajaucc(a) . Jos
a oli kuitenkin listan viimeinen, saadaan indikaatgita (esimerkiksi
funktiolla succ(a) on jokin erikoisarvo).

e Listan kulku taaksepéin. Edellinen alkio qgmed(a) . Josa oli listan
ensimmainen, saadaan indikaatio siita, etta furditme maaritelty.

» Alkion lisays listaan. Se voidaan lisata ensimmnigge viimeiseksi tai
johonkin muualle, jolloin paikan valintaan voi ollarilaisia perusteita.
Oletetaan, etta uusi alkio lisatdan alkian jonka jarjestysnumero on,
jalkeen. Silloin uuden alkion jarjestysnumeroi6h .

» Alkion poisto listasta. Taaskin voidaan poistaaingiinen, viimeinen tai
jokin muu alkio. Lista ei tietenkdan saa olla tyhjis poistettiin alkica,
vahenevat tata alkiota seuraavien alkioiden jargestmerot yhdella.

* Alkion kayttd (saanti, access). Tama tarkoittad,séttd saadaan referenssi
johonkin listan alkioon, jonka tietoja voidaan eiit kayttdd tai muuttaa.
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Alkiota ei kuitenkaan poisteta listasta. Erikoistagsina ovat ensimmaisen ja
viimeisen alkion saannit. Alkio voi olla annettu @syjarjestysnumerollaan.
Listan yleisen alkion saanti voi olla hidas, kodistan alkio saadaan esille
vain edellisesta (tai mahdollisesti seuraavastapstia kasin.

« Listan lapikaynti etenevasti. Olkoot lista-alkiderevassa jarjestyksessh,
ai, ... ,a np1.Lapikaynti tarkoittaa sita, etta suoritetaan jottoimenpiteet
fa o), fa 1), ... , f(a n1) listan alkioille téssa jarjestyksessa.
Vastaavasti voitaisiin maaritelld listan lapikaytakaperin. Periaatteessa listan
l&pikaynti suoritetaan seuraavasti:

- Suoritetaan ensimmaisen alkion saanti. Tulokseaaasm referenssi
alkioon first(l) . Taman avulla saadaan alkion tiedot kaytt6on ja
voidaan suorittaa toimenpide Jos lista on tyhja, saadaan tuloksena
null  tms. indikaatio.

- Sen jalkeen siirrytdan vuorossa olevasta alkiosta seuraavaan
kayttéden funktiotssucc(a) . Josa oli listan viimeinen, orsucc(a)
= null

» Listojen yhdistaminen. Silloin kahden listah; ja |, alkiot viedaan
kolmanteen listaar 3. Listat| ; ja | » voivat havita toimenpiteen johdosta.
Voidaan my6s vaatia, ettd ne sailyvat ennallaaloifo tiedot kopioidaan
uusiin tietueisiin. Erikoistapaus yhdistdmisesta datenointi. Silloin
esimerkiksi listd ; voitaisiin liittda listan ; peraan.

» Listan perustaminen ja alustaminen tyhjéksi. Listghjennys. Muistitilan
varaaminen listalle. Muistitilan vapauttaminen.

Edella méaaritellyissa operaatioissa ei oteta mitérnaa siihen miten lista on esitetty
tietokoneessa. Esitystapa vaikuttaa siihen, mitepeasti eri operaatiot voidaan
suorittaa.

Voidaan havaita, ettd pino ja jono ovat erikoistdysda listasta. Niissa operaatiot
kohdistuvat vain maarattyihin kohtiin listaa.

Jarjestyt listat

Oletetaan, ettd listan alkioille on maaritelty ¢tysrelaatio alkion jonkin kentan
tietosisallon, jarjestysavaimen, perusteella. Tailtsa listalla on sen alkioiden
keskinainen (rakenteellinen) jarjestys, jonka nitélée funktio succ . Oletetaan
listan alkioina olevan pelkastaan avainkentan arv@jkoona ja b listan alkioita, ja
b = succ(a) . Jos ainea < b, niin lista on jarjestetty. Jarjestys voi tietystia
myds laskeva.

Jarjestysavain voi koostua myds useammasta kompstaersilloin niita vertaillaan
yleensa leksikografisesti. Olkoot esimerkiksi teten 1 ja 2 jarjestysavaimina
kolmikot(a 1, b 1,¢c 1) ja(a2, b 2, ¢ ). Tietue 1 on pienempi kuin tietue 2, kun
jokin seuraavista ehdoista on voimassa:
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ai<a 2,
air=a 2jab1<b »> tai
ai=a 2jab1:b 2ja01<c 2.

Useamman komponentin maaraamassa jarjestyksessaildien komponenttien

jarjestyksen tarvitse olla samansuuntainen. Esiik&rkhenkilGluettelo voitaisiin

jarjestdéan ensisijaisesti laskevaan ikajarjestykse&amanikaiset jarjestetddn
aakkosjarjestykseen suku- ja etunimien mukaan.

Jos jarjestetysta listasta poistetaan alkioita) sg pysyy edelleen jarjestettynd. Sen
sijaan uuden alkion lisdys on maariteltava niina disdyksen jalkeenkin lista on
jarjestetty. Nain on laita, kun uusi alkiolisatd&n seuraavien ehtojen mukaisesti:

e Josu < first(l) , hiin u lisataan listan ensimmaiseksi.
e Joslast(l) < u, niinu lisatdan listan viimeiseksi.
* Muussa tapauksessa haetaan sellaiset akjatb = succ(a) ,joillaa <

u<b . Alkio u lisataan listassa alkioidenja b valiin, jolloin siis lisdyksen
jalkeenu = succ(a) jab = succ(u)

Jos on olemassa alkioita, joilla on voimassa yht#susa = b |, ei lisdamispaikka
ole yksikasitteinen. Jos uusi alkio lisatdan ainahdollisimman lahelle jarjestetyn
listan loppua, on lisdaminestabiili. Poistettaessa alkioita valitaan taasen yhta stauri
alkioista ensimmainen jarjestetyn listan alustadnk

Eréas jarjestetyille listoille luontainen operaatm lomitus (merge). Jarjestetyista
samanlaisia alkioita sisaltavista listoistajal , muodostetaan jarjestetty lidta.

Jarjestettyjen listojen limitysalgoritmi

1) Alustetaan listd 3 tyhjaksi. Aloitetaan kasvavasti jarjestettyjertdjsn| ; jal »
alusta.

2) Toistetaan seuraavaa:
« Jos jompi kumpi listoistl; tail » on lopussa, jatka kohdasta 3.
* Olkoot listojenl 1 jal, talla hetkella ensimmaisind olevat alkaf ja a.

Siirretaan pienempi niista listary viimeiseksi.

» Toistetaan kohdan 2 alusta.

3) Toinen listoista on lopussa. Mikéli toinen listacde tyhja, siirretddn sen jaljella
oleva osa sellaisenaan listiagjatkoksi.

Listan implementointi

On olemassa kaksi paavaihtoehtoa lineaarisen listgglementoinnissa; taulukon
kayttd ja dynaaminen muistinvaraus.

Taulukon kaytto

Lista talletetaan esimerkiksi niin, ettd sen enséman tietue on positiossa 0 ja muut
ovat siita eteenpéain. Yhta hyvin voitaisiin listansimmainen alkio tallettaa taulukon
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viimeiseen positioon ja seuraavat siita taulukdwpdata kohti. On huomattava, etta
vain silla on merkitysta, etta listaoperaatiot \a@d suorittaa maaritelmien mukaisesti.

Jarjestetyssa listassa alkioiden jarjestyksenskstanaaraa alkioiden jarjestysavaimen
mukainen jarjestys.

» Tietueen u lisaaminen taulukkoon.

- Lahtien taulukon loppupdasta alkuun pain haetaasimgnainen
indeksii , jolla t[i-1] < u . Jos tallaista ei olé=0

- Siirretaan taulukon loppupaata yhdella askeleetkergain alkaen
positiostan-1 ja lopettaen positioon (tdma mukaan luettuna). Uusi
tietue tulee positioon. Paikan haku ja siirto voidaan yhdistaa.

- Pahimman tapauksen aikavaativuus sii€gm).

« Poisto taulukosta. Olkoon poistettavan tietueereksdi . Silloin taulukon
loppupéaata siirretdan alkuun pain yhdella askelealkaen positiostarl ja
lopettaen positioon-1 . Pahimman tapauksen aikavaativuus sii©@m).

* Perakkaishaku. Kuljettaessa taulukon alusta lopppém, voidaan haku
lopettaa, kun vastaan tulee tietue, jonka avairswurempi kuin hakuavain.
Silloin haettua tietuetta ei |6ydy. Keskimaarin gotiaan kaymaan lapi puolet
alkioista. Pahimman tapauksen vaativuusogn). Perdkkaishaun vaativuus on
sama riippumatta siita 16ytyyko tietue vai ei.

Huomaa, etta jos alkiot vain talletetaan taulukkgarsiis ei pideta ylla listaa niin

alkioita voidaan siirrella vapaasti. Silloin lisdysidaan vakioajassa suorittaa listan
viimeiseksi alkioksi, edellyttéden, ettd tilaa onania tietysti edellyttaa, etta lisays
todella suoritetaan ja ei tarvitse erikseen tutkiako sama alkio jo listassa, jolloin
lisdysta kenties ei tehtaisikaan. Samoin poistaaan talléin suorittaa vakioajassa
kopioimalla listan viimeinen alkio poistettavan ialk tilalle. Tama edellyttad, etta
poistettavan alkion paikka on jo aikaisemmin selwt

Bindarihaku

Bindarihaku eli puolitushaku perustuu siihen, ettgin tutkitaan onko haettava tietue
jarjestetyn taulukon alkupuolessa vai loppupuolesstaamalla hakuavainta taulukon
keskimmaisen tietueen avaimeen. Sitten rajoitutdidsen puoliskoon, missa haettava
tietue on, mikali sita ylipddnsa on taulukossakelan samalla tavalla tarkasteluvalin
puolituksella, kunnes vélin pituudeksi tulee 1 alki

Alla olevassa ohjelmanpatkassa indeksja j rajoittavat sen taulukon osan, missa
haettavan tietueen tulisi olla. Indekson edellisten keskiarvo.

// Bindarihaku taulukosta t. Hakuavain a
Il Jarjestetyt tietueet taulukon alkioissa 0..n-1
i=-1;j=n;
whi | e (j-i > 1) {
k =(i+]))/2;
Il Invariantti: t[i].key < a <= t[j].key
i f (a<=t[Kk].key)
1=K
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el se
i =k;
}
if(<n and a ==t[j].key) { // Loytyi paikasta |
/... Toimenpiteet, kun l6ytyi ...
} else{
/... Toimenpiteet, kun ei [0ytynyt ...

}

Jos hakukierrokset paattyvat tilanteeseen, missa , on hakuavain suurempi kuin
mikaan taulukossa olevan tietueen avain. Jos hakuan pienempi kuin taulukon
avaimet, on lopusga= -1  jaj=0 ,jonka jalkeen todetaan, etf)] +a .

Bin&arihakuohjelman oikeaksi todistaminen

while-silmukassa on koko ajan voimassa seuraava silnmadaantti eli algoritmin
suorituksen aikana silmukan lopetusehtoa tutkif@aedeva muuttumaton ominaisuus:
hakuavain on suurempi kuin tietuedi avain ja pienempi tai yhtd suuri kuin
tietueent[j] avain. Osoitetaan tama.

e Aluksi asetetaan=-1 jaj=n (taulukon tietueiden lukumaara). Voidaan
ajatella, etta naissa taulukon ulkopuolisissa pmsgia avainten arvot ovate
ja +. Naita ei ohjelmassa kuitenkaan koskaan kaytes.irfvariantti on tosi
alussa.

» Oletetaan, etta invariantti on toshile-silmukan alussa. Silloin siis indeksien
erotus on ainakin 2, joten niiden keskianvoei ole sama kuin taij . Jos
hakuavaimra < t[k].key , on uusi ylaraja=k . Muussa tapauksessa uusi
alarajai = k . Siis silmukan lopussa invariantti on edelleen.tdadma pitaa
paikkansa myds viimeisella kierroksella.

* Kun lopuksi while-silmukka lopetetaan, on silloip = i + 1 ja
tlil.key < a < t[j].key . Jos siis avaimerm omaavia tietueita
ylipddnsa on taulukossa, on ensimmainen niistipssa] .

Binaarihaun vaativuus

Lause. Olkoon jarjestetyssa taulukossaietuetta. Silloin bindarihakuun tarvittavien
hakuavaimen ja tietueavainten jarjestysvertailuygi@ra on joko v(n) + 1taiv(n) +

2, misséav(n) = |log, n]|.

Tod. Todetaan ensiksikin, ettd kun taulukon pituus &asvniin tarvittavien
vertailujen maaran suurin mahdollinen arvo pysyyadiaan tai kasvaa.

Olkoon taulukon pituusn = 2¢ - 1 Kun aloitetaanwhile-silmukkaa (ennen
lopetustestid) sen jalkeen, kun on suoritdttiierrosta, todistetaan, ettd indeksi
muotoamZ™ - 1 (m> 0)jaj = (m + 1)2" - 1. Todetaan, etta nain laita alussa (0
kierrosta), jolloini=0-2¢-1=-1jaj=1-2¢- 1
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Induktio-oletus: Indeksit ja j ovat olleet mainittua tyyppid kun on suoritetu
kierrosta. Maarataan indeksit1 kierroksen jalkeen. Keskiarvdi + j)/2] = (2m +
1)2*""-1 Sen jalkeen on joko=2m 2 ""-1jaj=(@m + 1)Z "1 1taii = @2m +
1) "1 tjaj=@m+2)X "1-1=n

Kun on suoritettu viimeinen kierros, ovat indeksitiotoam? — 1ja (m + 1)2 - 1.
Siis kierroksia suoritetagk Kun taulukon koka kasvaa arvosta - 1 arvoon2<** -

1, kasvaa kierrosten maara arvdservoonk+1. Silla valilla kierroksia tarvitaak tai
k+1 riippuen haettavan alkion paikasta. Kunon valilla [2X 2¢ * ' - 1], on
kierrosmaara valillgk, k + 1] = [v(n), v(n) + 1]. Jokaisella kierroksella suoritetaan
yksi vertailu. Lopuksi vield tutkitaan hakuavaiméa tietueenj avaimen yhta
suuruusa

Jos listaan kohdistuu paljon hakuoperaatioita, Higtan jarjestamisesta saadaan
selvaa hyotya. Silloin voidaan siis kayttaa bind@kua. Olkoon taulukon pituus 50.
Bindarihaussa tarvitaan silloin enintaan 7 vertajuperakkaishaussa keskiméaarin 25.
Jos taulukon pituus on 1000, bindarihaku tarviteeetddn 11 vertailua, mutta
peréakkaishaku keskimaarin perati 500.

Dynaamisen muistin kaytto eli linkitys

Kun lineaarinen lista talletettiin taulukkoon, @raana haittana uusien tietueiden
lisddmisen ja poistamisen yhteydessa suoritetiivedt. Samoin listan koon arviointi
etukateen saattaa olla hankalaa tai jopa mahdotbimiatettyjen rakenteiden kaytto
vahentaa néaita ongelmia.

Periaatteena on, etta listan tietueet eivat valttiole fyysisesti vierekkain, vaan ne
voivat olla misséa tahansa niille varatussa alugedgaaamisen muistin alueessa.
Jokaisessa tietueessa on referenssi, osoitin,ilingka ilmoittaa listan seuraavan
alkion paikan. Listan viimeisella tietueella tdmegeferenssin arvo on esimerkiksi
null

Jokaisella listalla on listareferenssi, joka ilntexét listan ensimmaisen alkion paikan.
Tata kutsutaan yleensa listanpééksi. Yleensd grssdi esityksissa referenssit,
osoittimet, linkit, pointterit jne., kuvataan nutd| joiden kéarkipdd nayttdd mita
referenssi osoittaa.

+—

Dynaaminen muisti
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Listan alkioille varataan siis tilaa dynaamisestaiigtista. Dynaamisen muistin

alueella voi samanaikaisesti olla useampiakin jistaytettdessa dynaamista muistia
tulee listoista poistettujen tietueiden muistilohkarvittaessa vapauttaa uudelleen
kaytettaviksi. Listojen koko voi vaihdella suuresthjelman kuluessa. Tietenkin

koneen ja kayttojarjestelmén sallima kokonaismiilston aina rajana.

Tietueen lisddminen linkitettyyn listaan

Olkoon referenssi listan ensimmaiseen alkiqaista . Uutta tietuetta osoittaa
referensspnew.

Ennen kuin listaan viedaan uusi tietue, on sillekalitava tila dynaamisesta muistista,
ja yleensa tietueeseen asetetaan muut tiedot geiisaajareferenssi. Itse lisdyksessa
on tilanteesta riippuen huolellisesti hoidettavémeeri tapausta.

» Lisdadminen listan alkuun. Referensginew osoittama tietue lisataan listan
ensimmaiseksi seuraavilla lauseilla. Lista voi altgds tyhja plista =
null ).

pnew.next = plista;
plista = pnew;

* Olkoon tietue (referensspnew) lisattava listan keskelle referensspy
antaman tietueen jalkeepj ( voi olla myds viimeinen).

pnew.next = pj.next;
pj.next = pnew;

* Olkoonpviim referenssi listan viimeiseen alkioon. Uusi tielis&taan listan
viimeiseksi seuraavilla kaskyilla (oletetaan, éitta ei ole tyhja).

pviim.next = pnew;
pnew.next = null;
pviim = pnew;
Linkityn listan kulku
Esimerkki listan kaikkien alkioiden lapikaynnista.
for (h=plista; h !=null; h = h.next)
tulosta(h.nimi(), h.svuosi());

Tietueiden poisto

Tavallisesti tietorakenteesta poistettava alkicaptdtaan, joten sijoitetaan referenssi
poistettavaan alkioomois .
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Ensimmaisen tietueen poisto listasta. Olkoplista referenssi listan
ensimmaiseen tietueeseen. Ensimmainen tietue vopiziataa seuraavasti

pois = plista;
plista= plista.next;

/I Tehd&an poistetulla tietueella mahdollisesti jot ain
/l ja tuhotaan se eli delete pois tai pois = null

Mielivaltaisen tietueen poisto listasta (refereressimmaiseen tietueeseen on
plista ). Ensin on poistettava tietue haettava tai itsasaa poistettavan
tietueen edeltgja. Tama voidaan tehda joko yhdéeremssinmuuttujan tai
kahden peréakkain kulkevan referenssimuuttujan avu®lkoon referenssi
poistettavaan tietueeseell . Sen liséksi taytyy olla tiedossa referensev
edeltdvaan tietueeseen. Jos poistettava tietuestam lensimmainen, sovitaan
siitéa ettgprev = null . Poiston suoritus:

i f (prev != null) prev.next = old.next;

el se plista = old.next;

/I Tehdaan poistetulla tietueella mahdollisesti jot ain
/I Vapautetaan poistetun tietueen viema tila

Vaihtoehtoisia listarakenteita

Alkutietueen kaytto

Talloin listassa on ensimmaisena tietue, missdeamitaan varsinaista tietoa. Muuten

se on
siihen

samaa tyyppia kuin listan tietueet. Jos seitikn tyypit ovat sopivia, voidaan
tietenkin varastoida listan alkioille yhtéigietoa. Tyhjassa listassa on vain

alkutietue. Alkutietueen kayttd yksinkertaistaarh@n listaoperaatioita. Tarkastellaan
esimerkkina tietueen poistoa listasta, joka kaydllétietuetta.

E—l— E; d E 3 o
alkutietue

B 2| tyhjé lista

/lhaku ja poisto alkutietueella varustetusta listas ta

tapaht poista(
I/ palautetaan referenssi poistettuun tietueeseen
/[ tai null, jos ei l6ydy
I nt paika, // poistetaan eka tietue, jonka aika on tam a
tapaht sl // referenssi listan alkutietueeseen

A

tapaht pi, pdel;
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/I Haetaan tietue
f or (pi = sl; pi.next != null; pi = pi.next)
I f (paika == pi.next.aika) { // Poistetaan
pdel = pi.next; // poistettava tietue
pi.next = pdel.next;
ret urn pdel;
}

}

Edella on huomattava, ettéa referenpsi osoittaa tutkittavan tietueen edeltajaan.
Aluksi tama on listan alussa oleva tyhja alkutietue

ret urn null; // Tietue ei ole listassa

Rengaslista

Listan viimeisen alkion seuraajareferenssi asatetamittamaan listan ensimmaista
alkiota, jolloin muodostuu rengas. Referenssi itsgkaaseen voi olla sen viimeiseen
alkioon. Silloin renkaaseen voidaan lisatd seka a&oun ettd loppuun. Renkaan
ensimmainen alkio voidaan poistaa helposti, musavjimeinen alkio poistetaan, on
sen edeltaja haettava kaymalla lapi koko rengas kujetaan rengasta lapi, taytyy
lopetus testata silla, etta tullaan takaisin santigtimeeseen mista lahdettiinkin.

lisays alkuun lisays loppuun
[ B [8] [ B [8]
[C g C_Ip
A [0 L& 18]
[D | (U _[9] [ D [eF——={ U I9i
Usoitin %
vimeiseen oalkioon

Kaksoislinkitetty lista

Nytkin listan tietueissa on referenssiext , joka osoittaa listan seuraavaan
tietueeseen, tai onull , jos tietue on viimeisena. Lisatdan tietueesederarssi
previous . Se osoittaa tietuetta edeltavaan tietueeseemntaull , jos tietue on
listan ensimmainen. Talla rakenteella on se etd,tedtue voidaan aina poistaa listan
mielivaltaisesta paikasta ilman etta taytyy hakea isaapureita. Naapurithan saadaan
aina selville seuraajien ja edeltgjien avulla. Téngdullista silloin, kun poistettava
tietue saadaan selville ilman etta kuljetaan pitistaa. Lisaaminen annetun tietueen
edelle sujuu myds ilman, etta taytyy hakea ededtdmuetta.

T|9‘|_| [8]=1 [6]e [8]e Ihltﬂ—lJ [8]p]

@ Tyhja lista (pelkkd alkutietue)

[
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Haittana on kuitenkin, etta lisdamisessa ja posstas monta listan paista aiheutuvaa
erikoistapausta. Kun kaksoislinkitetyn avoimen Wetj asemesta kaytetaan

alkutietueella varustettua kaksoislinkitettya restga eivat paat ja tyhja lista aiheuta
mitéd&n ongelmia.

Tietue uusi lisatdaan kaksoislinkitettyyn alkutiezlla varustettuun renkaaseen ennen
tietuetta seur seuraavasti.

UUSI.previous = seur.previous; uusi.next = seur;
seur.previous.next = uusi; seur.previous = uusi;

Kaksoislinkitetty rengas ilman alkutietuetta on dteva ratkaisu mm.
monikulmioiden esittdmisessa. Silloin on lisddmingrjaan listaan ja listan
tyhjentyminen poiston yhteydessa otettava erikéegmioon.

2.4 Binaaripuu

Bin&&ripuun perusolioita ovat puun solmut. Maadégeh binaaripuu rekursiivisesti:

* Bin&aripuu voi olla tyhja.
« Jos bind&ripuu ei ole tyhja, on siiné juurisolmasen alipuu ja oikea alipuu.
» Ei-tyhjan bindaripuun vasen alipuu ja oikea alipwat taasen bin&aaripuita.

Bindaripuun solmuille voidaan maaritetikenteellinen jarjestyslos solmwa edeltéda
solmua b rakenteellisessa jarjestyksessa, niin kaytetaanmkithén a < b.
Rakenteellinen jarjestys maaritellaan seuraavasti.

e Jos solmwa on solmurb vasemmassa alipuussa, raink b.

e Jos solmwb on solmura oikeassa alipuussa, nin< b.

« Edellisista tietysti seuraa, ettéd jason solmunc vasemmassa alipuussalja
solmunc oikeassa alipuussa, niin< ¢ < b, jotena < b.

Huomattakoon, ettd rakenteellisessa jarjestyksensdaina jokoa < b taib < a.
Mitdan yhta suuruutta muistuttavaa ei ole.

Olkoon sitten puun solmuille maaritelty jarjestysden tietosisallén perusteella.
Talloin voi siis ollaa <b ,a >Db taia = b . Tavallisimmin tdma jarjestys
maaritelladan solmutietueiden avainten perusted@aaripuu onjarjestetty kun
kaikilla sen solmupareillea ja b: a < b — a < b . Talléin puhutaan usein
bindérisesta etsintdpuusti@i hakupuusta Huomattakoon, ettéa jos bindaripuussa on
useampia yhtd suuria tietueita (tietosisallon pgemlR), ei niiden keskindinen
rakenteellinen jarjestys ole yksikasitteinen.
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puun juurisolmu -

vasemman alipuun
juurisolmu -

oikean alipuun
juurisolmu

Tastd maarittelysta seuraa, ettd kaikki jarjestdtyr@aripuun solmurt ei-tyhjassa
vasemmassa alipuussa olevat solmut evaalipuun juurisolmuc. Samoin kaikki
bind&ripuun solmurt ei-tyhjassa oikeassa alipuussa olevat solmut avalipuun
juurisolmu c. Edelleen kaikki solmurt vasemmassa alipuussa olevat solmut ovat
pienempida tai yhta suuria kuin solmaroikeassa alipuussa oleva solmut.

Jatkossa oletetaan, etté bindaripuut ovat jarjggtejos ei erikseen toisin mainita.

Solmun vasemman alipuun juurisolmu on solmasen (vasemmanpuoleinen) lapsi
Vastaavasti puhutaan solmuoikeasta (oikeanpuoleisesta) lapsest8olmu on
lastensavanhempi (isd)Saman solmun kaksi lasta owaruksia Solmun edeltgjia
(esivanhempiapvat solmu itse ja solmun vanhempi, tdman vanhgmgiSolmun
seuraajiaovat vastaavasti solmu itse, sen lapset, ndigeetgne. Lapseton solmu on
lehtisolmu Muut kuin lehtisolmut ovasisédsolmuja

Bindaripuu piirretdén yleensa siten, ettd juurisolom ylhaalla ja sen vasen lapsi on
taman juurisolmun vasemmalla alapuolella ja vaststévoikea lapsi oikealla
alapuolella. Solmu yhdistetaan viivalla lapsiingatjsta viivasta kaytetdan nimitysta
haara, kaaritai oksa

Polkusolmustaa solmuunb on joukko solmujary (= a), v 2y sV k1, V ok (
=b) , siten, ettédv;; on aina solmuw; vanhempi. Vastaavasti voi olla polku siten,
ettd viy on aina solmunv; lapsi. Polun pituus on polulla olevien haarojen
lukumaara. Puun solmulle voidaan maaritediévyys Solmun syvyys on kyseisestéa
solmusta koko puun juurisolmuun vievan polun pitulisurisolmun syvyys on 0 ja
sen lapsien syvyys on 1. Solmuiorkeudella taas tarkoitetaan pisimmén siita
lehtisolmuun vievan polun pituutta. Talléin lehfison tulee tietysti olla
tarkasteltavan solmun seuraaja. Bindaripuun korla@ussen juurisolmun korkeus.
Bindaripuun solmuille voidaan maaritellda myiasq joka vastaa solmun syvyytta.
Juurisolmun taso on 0, juurisolmun lapsien tasalga niiden lapsien taso on jne.
Solmun taso on siis koko binaaripuun juurisolmusstiadn solmuun vievan polun
pituus.



Algoritmit 1 32

Bin&aripuiden implementointi

Bindaripuiden solmut ovat sovelluksissa yleensa asdyyppisia tietueita. Jos
binddripuun solmutietueet allokoidaan dynaamisestaiistista, ja jarjestys
maaritelladn avaimen avulla, voivat ne olla esinksikseuraavaa muotoa:

publ i c cl ass BinTreeNode{
Object element;

BinTreeNode left; // referenssi vasemmalle tai null
BinTreeNode right; // referenssi oikealle tai n ull
keyType key; /I Puun jarjestysavain
/[l Muut mahdolliset méaritte lyt
}

Usein kaytetddn myos talletustapaa, jolloin solmuss kolme linkkikenttaa. Talloin
vasen ja oikea linkkien lisaksi on vanhempi linkkbssa on referenssi solmun
vanhempaan. Tama mahdollistaa taten kulkemiseraibmiissa myds lehtisolmuista
kohti juurisolmua ilman, etta talletetaan solmurefesseja apumuistiin.

Puun solmut voidaan tallettaa my6s taulukkoon, jkéastuu tietueista, tai tiedot on
hajotettu erillisiin rinnakkaisiin taulukoihin. $lin puuosoittimet ovat taulukoiden
indekseja. Jos puurakenne on varsin stabiili, eiiitaiset taulukkotalletusmuodot
voivat olla kayttokelpoisia.

Binaaripuun perusalgoritmit
Solmun haku bindéripuusta

On haettava solmu, jonka avain on sama kuin anretkwavain, tai todettava, etta
bind&ripuussa ei ole sellaista. Yleisemmin on aaorreferenssi hakutietueeseén ja
haettava solmu, joka binaaripuulle maaritellyn gétysrelaation mielesséa on yhta
suuri kuin hakutietue.

Kaytetddn menetelmad, jonka etuna on, ettd jokidfattua solmua kohti tehdaan

vain yksi solmujen jarjestyksen vertailu. Yhta sws haettavan solmun kanssa
testataan vasta lopussa. Jos binaaripuussa on pisesmmuja, jotka ovat yhta suuria

kuin h, niin niista valitaan rakenteellisessa jarjestgk$eensimmainen.

Algoritmi. Solmun haku bindaripuusta

1) Asetetaan muuttujaap referenssi puun juurisolmuun ja ehdokassolmu
null

2) Toistetaan seuraavaa kunmes null
e Josh.key > p.key asetetaarp = solmunp oikean alipuun juurisolmu.
e Muuten asetetaan=p jap = solmunp vasemman alipuun juurisolmu.

3) Lopetus: Jox # null ja c.key = h.key niin ¢ on haettu solmu. Muussa
tapauksessa haettua solmua ei ole puussa.
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Algoritmissa siis lahdetaan juurisolmusta. Solmustennddn vasemmalle, jos
hakuavain o< solmun avain. Muuten menn&an oikealle. Kun yréeténenna tyhjaén

haaraan, lopetetaan. Aina kun menndén vasemmalkietaan se solmu, mista
lahdettiin, uudeksi ehdokassolmuksi. Lopuksi katantonko ehdokassolmun avain
yhta suuri kuin hakuavain. Kuljettujen solmujenganuodostaa hakupolun.

Voidaan osoittaa, etta esitetty algoritmi Ioyta&ttevan solmun, jos binaaripuussa on
sellainen. Ja jos on useampia sellaisia, joidenmamm arvot ovat haettavan solmun
avaimen arvoja niin tama algoritmi |oytaa niistékeamteellisessa jarjestyksessa
ensimmaisen. Lisaksi algoritmin paattyessa hakupopéattyy haetun solmun
vasemman alipuun rakenteellisessa jarjestyksesaé@iseen solmuun.

Solmun lisddminen binaaripuuhun

Olkoonu referenssi lisattavaan solmuun. Jos sallitaad,etidaripuussa voi olla yhta
suuria solmuja (annetun jarjestyksen suhteen), nsddmun pitaa tulla viimeiseksi
niista. Silloin bin&aripuun jarjestysta sanotadabiiliksi. Seuraavassa menettelyssa
itse asiassa yritetdan hakea viimeistd solmua,ajaakain on yhtd suuri kuio:n
referoiman solmun avain. Tatd varten modifioidaasitetya hakumenetelma
peilikuvakseen, jolloin siis lahdetdan oikeallensostax, kunu.key = x.key ja
asetetaan uudeksi kandidaattisolmuksix

Algoritmi. Solmun lisdéaminen bindaripuuhun
1) Alustus.
* Asetetaan uudella solmulla vasen ja oikea linkki arvoomull . Jos
bin&&ripuu on tyhja, asetetaan uusi solmu bindénpguureksi ja lopetetaan.
e Asetetaarp = referenssi puun juurisolmuun. Sole null
2) Suoritetaan vertailun mukaan toinen seuraavistaliktdn

* Josu.key < p.key , niin:
- Jos solmurp vasen alipuu on tyhja, jatketaan kohdasta 3.
- Muussa tapauksessa asetetaanp.left ja toistetaan kohdasta 2.

e Josu.key =p .key, niin:
- Asetetaarc = p
- Jos solmurp oikea alipuu on tyhja, jatketaan kohdasta 3.
- Muussa tapauksessa asetetaanp.right ja toistetaan kohdasta 2.
3) Jos puussa ei saa esiintya yhta suuria solmuja j& null  ja c.key =
u.key niin VIRHELOPETUS. Muussa tapauksessa:
e Josc =p niin uusi solmw asetetaan solmymoikeaksi alipuuksi.
e Josc # p niin uusi solmw asetetaan solmymvasemmaksi alipuuksi.

Bin&&aripuun ensimmaisen ja viimeisen solmun poisto

Bindaripuun ensimmaisella solmulla tarkoitetaan erdkellisessa jarjestyksessa
ensimmaistd solmua. Vastaavasti bindaripuun viiereisolmu on rakenteellisessa
jarjestyksessa viimeinen solmu. Naihin kahteen igibdat poisto-operaatiot ovat
helpompia kuin yleinen mink& tahansa binaaripudmsn poisto.
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Ensimmainen solmu haetaan kulkemalla juurisolmjadtaivasti vasemmalle, kunnes
tullaan solmuunf , jonka vasen alipuu on tyhja. Solniuon puun ensimmainen
solmu. Samalla tavalla puun viimeinen solmu loydet&ulkemalla juurisolmusta
oikealle, kunnes tullaan solmutuinjonka oikea alipuu on tyhja.

Algoritmi. Bindaripuun ensimmaisen solmun poisto

1) Kaytetdaan kahta solmua (referensgiéja g, jolloin p = qg.left eli p on
solmunq vasen seuraaja. Jos puu ei ole tyhja, asetetaksi pl= puun juuri jaq
= null
2) Toistetaan seuraavaa:
e Jos p.left = null niin p on puun ensimmainen solmu. Jatketaan
kohdasta 3.
* Muuten edetddn vasemmalte=p jap = p.left . Toistetaan kohdasta 2.
3) Josq = null niin poistettava solmp on puun juuri. Silloin uudeksi juureksi

tuleep.right . Muussa tapauksessa asetetaan solpnoikea alipuu solmurg
vasemmaksi alipuuksi, ajj.left = p.right

Solmun poisto bindaripuusta

Bindaripuusta on poistettava solmu, jonka hakuawsinannettu tai yleisemmin se
tietue, jonka avain annetun jarjestyksen maarittél& tavalla on yhta suuri kuin

annetun hakutietueeh geferenssi tdhan) avain. Yleisperiaatteena seassawon, etta

ensin poistettava solmu haetaan ja sitten sen lpaikauhun siirretdan poistetun

solmun vasemman alipuun viimeinen solmu. Kayteti@dsakuun aiemmin esitettya
menetelmaa, paattyy haku juuri tdhan solmuun. Mikélistettava solmu ei ole

bind&ripuun juuri, taytyy lisaksi olla tiedossa gieitavan solmun edeltaja seka
poistettavan solmun asema (vasemmalla tai oikeada) edeltdjaan nahden.
Monenlaiset erikoistapaukset tekevat poistamisélgar hieman hankalaksi.

Algoritmi. Solmun haku ja poistaminen bindaripuusta
1) Haussa kaytetaan kahta solmua (referengsja)y siten, ett&g on aina solmuip
edeltaja. Kandidaattisolmun liséksi talletetaan sen edelt&@jg Jos bindaripuu ei
ole tyhja, alustetaam = bindaripuun juuri j& = null
2) Haetaan poistettava solmu binaaripuusta hakuatgitiat
e Josh.key < p.key niin:
Asetac=p ,cp=q
Jos solmump vasen alipuu on tyhja, niin jatka kohdasta 3.
Muutoin asetay = p jap=p.left . Toista kohdasta 2.
* Muussa tapauksessa:
Jos solmump oikea alipuu on tyhj&, niin jatka kohdasta 3.
Muutoin asetaj=p , p = p.right . Toista kohdasta 2.
3) Josc == null taic #null jackey # h.key |, poistettavaa solmua ei ole
puussa. VIRHELOPETUS.
4) Suoritetaan solmua poisto:
e Jos solmunc vasen alipuu on tyhja, niin korvataan solmulla p =
c.right . Tama voi olla tyhja.
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* Muussa tapauksessa korvaava solpwn solmunc vasemman alipuun

viimeinen solmup, johon haku paattyi. Kytketddn solmumn oikea alipuu
solmunp oikeaksi haaraksi (solmun oikea haara oli ennadiiia).
Josp ei ole solmunc vasen seuraaja (silloin sicg # ¢ ) niin irrotetaanp
solmunc vasemmasta alipuusta asettamalla solpwasen alipuu edeltavan
solmunq oikeaksi alipuuksid.right = p.left ). Sitten jaljella oleva
osa solmurc vasenta alipuuta kytketdén solmunvasemmaksi alipuuksi.
Muussa tapauksesga ¢n heti solmusta vasemmalla) ei tehda mitaan.

» Kytketdaan korvaava solnu solmunc tilalle:

Josc on puun juurisolmu, niin asetetagruudeksi juureksi.
Muussa tapauksessa asetetaan sgmsolmunc, vasemmaksi tai oikeaksi
haaraksi riippuen siitd kumpaan se kuuluu.

Bin&aripuun solmujen lapikaynti

Bindaripuun solmut voidaan kayda lapi useammassajagestyksessa. Kolme
tavallisinta jarjestysta ovat esi-, sisa- ja jalKggstys. Eri jarjestykset on helposti
maariteltdvissa rekursiivisesti ja maarittelyjenhjadta on erittain helppo Kkirjoittaa
myads rekursiiviset algoritmit.

Esijarjestys (preorder)

1) Kasittele tarkasteltava solmu.

2) Jos tarkasteltavan solmun vasen alipuu ei ole tyhja tutki tama vasen alipuu
esijarjestyksessa.

3) Jos tarkasteltavan solmun oikea alipuu ei ole tyhiji tutki tama oikea alipuu
esijarjestyksessa.

Sisgjarjestys (valijarjestys, inorder):

1) Jos tarkasteltavan solmun vasen alipuu ei ole tyhja tutki tama vasen alipuu
sisajarjestyksessa.

2) Kasittele tarkasteltava solmu.

3) Jos tarkasteltavan solmun oikea alipuu ei ole tyhj@ tutki tdméa oikea alipuu
sisajarjestyksessa.

Jalkijarjestys (postorder):

1) Jos tarkasteltavan solmun vasen alipuu ei ole tyhja tutki tama vasen alipuu
jalkijarjestyksessa.

2) Jos tarkasteltavan solmun oikea alipuu ei ole tyhji tutki tdma oikea alipuu
jalkijarjestyksessa.

3) Kasittele tarkasteltava solmu.

Esimerkki. Bindaripuun korkeuden maarittdminen

Seuraavassa rekursiivisessa algoritmissa selviteb@@@aripuun korkeus. Tassahén
puu kaydaan lapi jalkijarjestyksessa.

bindaripuunKorkeus(solmu)
1) jos solmu omull, niin palauta -1.
2) jos solmun vasen alipuu on tyhja, niin asedaen = -1
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muutoin aset&asen = binaaripuunKorkeus(solmu.left)
3) jos solmun oikea alipuu on tyhja, niin asetieea = -1

muutoin asetaikea = bindaripuunKorkeus(solmu.right)
4) josvasen > oikea, niin palautavasen + 1

muutoin palautaikea + 1

Bin&aripuun lapikaynti ilman rekursiota

Edella esitettiin bin&&ripuun lapikaynti rekurssgn algoritmin avulla. Rekursiolla on
omat haittansa ja voidaan haluta ei-rekursiivinenaéripuun lapikayntialgoritmi.
Rekursion voi poistaa useammalla tavalla, muttali@in tapa on kayttaa apupinoa.

Seuraavassa on algoritmi, joka kay bindaripuun I|&a@ajarjestyksessa ilman
rekursiota. Periaatteena on, ettd aina kun lahdetélinusta vasemmalle, talletetaan
pinoon solmun referenssi. Kun sitten vasen alipuu kayty |&pi, on pinossa

ensimmaisena se solmu, joka nyt tulee kasittelyvoior

Algoritmi. Bindaripuun lapikaynti sisajarjestyksessa pinaulla
1) Solmujen lapikdynnin aloitus. Aloittaen bindaripuujuuresta kuljetaan
vasemmalle kunnes tullaan solmuun, jonka vasemalgn tyhja. Samalla kaikki
solmut, joihin tullaan, talletetaan pinoon.
2) Vuorossa olevan solmun saanti.
e Jos pino on tyhja, niin lopetetaan. Muuten poistetapinosta sen
paallimmainen solmp.
* Olkoong solmunp oikean alipuun juuri.
e Josq eiolenull niin talletetaan solmqg pinoon.
« Sitten kuljetaan solmusta vasemmalle niin pitkalla kuin paastaan ja
talletetaan samalla solmut pinoon.
e Solmup on nyt seuraava vuorossa oleva solmu.

Bin&aripuun operaatioiden vaativuus

Selvasti voidaan havaita, ettd bindaripuiden pégosémien, haku, lisays, poisto,
askelten maara onpisin polku juurisolmusta bindaripuun lehtisolmuih

Arvioidaan bindaripuun korkeutta ja tarkastellaamsie erikoistapauksia.
Tasapainoisessa bindaripuussa jokaisella solmull&aisi haaraa lukuun ottamatta
korkeimman tason solmuja. Olkoon puun korkéusSilloin siind onh+1 tasoa eli
kerrosta. Ylimmassa kerroksessa on vain juurisol8euraavassa kerroksessa on 2
solmua, sitd seuraavassa 4 solmua jne. Alimmassakkessa on korkeintaa!
solmua. Binaaripuussa on siis kaikkiaam 1 + 2 + 4 + 8 + ... + 2'= 2""1.1 solmua.
Todetaan, etta binaaripuun korkdus log(n+1)-1. TAma pitdd paikkansa myds, kun
bind&ripuun korkeus on ylipaansad mahdollisimmanigelmujen lukumaaran ollessa
kiintea.

Toisaalta bindaripuun muodostaminen voi myo6s tayspdonnistua. Jos solmut
lisatddn esimerkiksi kasvavassa tai vahenevasgEstjksessa, tulee binaaripuusta
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niin sanottu degeneroitunut bindaripuu eli itseassa puhdas lineaarinen lista. Silloin
sen korkeus on-1.

On siis valtettdva tilannetta, missa binddripuu dustetaan tietueista, jotka ovat
melkein jarjestyksessa.

Voidaan todistaa, ettd satunnaisesti muodostetusseidaripuussa hakupolun
keskipituus on noin 1.39 lgg. Jos siis solmut lisatdan binaaripuuhun satungsése
suuruusjarjestyksessa, ei syntyva binaaripuu eenga huono.

Tarkastellaan yksinkertaista bindaripuun tasapasmogitomenetelmaa, joka sopii
lahinna staattisiin tilanteisiin. Talla tarkoitetaaitd, ettd kun bindaripuu jossain
vaiheessa on kerran saatu rakennettua niin poigtdjadyksia ei enaa kovin paljon
tapahdu.

Kun halutaan tasapainottaa bindaripuu, josta éadlletta se ei ole enda tasapainossa,
kaydaan binaaripuun solmut lapi rekursiivisellaoaignilla kasvavassa jarjestyksessa
eli sisgjarjestyksessa ja talletetaan referengsitiisiin taulukkoon. Epatasapaino
voidaan huomata laskemalla hakujen yhteydessa bakugolmujen lukumaara. Jos
tama on riittdvan paljon suurempi kuin teoreettinegskiarvo, niin suoritetaan
bind&ripuun uudelleen tasapainotus. Tasapainoig&i@fpuun muodostus tapahtuu
taulukosta seuraavasti. Asetetaan jarjestyksessiinkendisestd solmusta uuden
bind&ripuun juurisolmu. Sitd pienemmistd muodoatefaurisolmun vasen alipuu ja
sitd suuremmista juurisolmun oikea alipuu. Namaemwhat voidaan muodostaa
rekursiivisesti.

On olemassa lukuisia menetelmid, joilla voidaan dostaa likimaarin tasapainoinen
puu seka sailyttdd se sellaisena myos lisaykgidigtoja suoritettaessa. Tallaisia ovat
mm. 2-3-puut, AVL-puut ja puna-mustat puut. Naisdée jokaisen solmun lisayksen
ja poiston yhteydessa sailyttaa puulla tietty tasagsuus ominaisuus. Tama
tasapainoisuus on eri menetelmissd hiukan erialaiiaaritelty, mutta aina on

periaatteena, etté jokaisen solmun vasen ja oikauaeivat saa kovin paljon erota

toisistaan korkeuden suhteen.

Bin&aripuun kayttd hakemistona

Hakemistolla (sanakirja, dictionary) tarkoitetaan tietorakemamet jonka
perusoperaatioita ovat lahinna alkion lisays, alkpoisto ja alkion haku. Bindaripuuta
kaytettdessa operaatiot lisays, poisto, haku, engisen ja viimeisen solmun saanti ja
poisto voidaan suorittaa ajas€flog n), kun kaytetddn nimenomaan tasapainoista
bindaripuuta. Jarjestetyssa linkitetyssa listasaataavat ajat ovat O(n) lukuun
ottamatta ensimmaisen solmun saantia ja poist&a, \joidaan suorittaa vakioajassa.
Jos esimerkiksn = 1000, on tarvitaan haussa keskimaarin 14 avaweetailua, kun
puu on satunnainen. Linkitetyssa listassa vertaitu sen sijaan keskiméaarin 500.
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2.5 Verkot

Suunnatussa graafiss solmyen joukkoN ja kaarien joukkoA. Kullakin kaarellaa
on tarkalleen yksi alkusolmt(a) ja yksi loppusolmuh(a) . Jokaiseen kaareen
taytyy kuulua sen alku- ja loppusolmu. Sen sijaaimsun ei tarvitse liittya yhtdan
kaarta.

©
ob

Kuhunkin solmuuny liittyy kaksi kaarien joukkoa: lahtevat kaar() ja tulevat
kaaretB(j) . Naiden kaarien toisia solmuja sanotaan solmunaapurisolmuiksi.
Olkoon graafissa joukko kaaréa, a », ..., a , joilla on se ominaisuus, etitéa ;)
=tla +1),1=1, ..., k-1 . Silloin ndma kaaret muodostavattin tai polun
Polku onyksinkertainenjos mikaan solmu ei toistu. Jos alkusolmwa sama kuin
loppusolmu gniin reitti onsilmukka

Tavallisesti graafilla ymmarretaan oliota, missarken ja solmujen valilla on annettu
vain niiden insidenssi (liittyminen toisiinsa). Jesimuihin ja kaariin liittyy muitakin
kuvauksia, sanotaan graafia my@srkoksi Nimityksissa on kyllakin horjuvuutta.
Niinpéa kullekin kaarelle voidaan méaaritella serupd. Silloin reitin pituus on reitilla
olevien kaarien pituuksien summa. Verkon kaaril@ wlla myds virtaus, jolloin
kaareen liittyva luku kuvaa kaaren kapasiteettimad€én virtaus tapahtuu kaaren
suuntaisesti ja sen suuruus ei voi ylittdd kaamgpakiteettia. Jokaisella solmulla on
voimassa, ettd solmuun tulevien virtausten summaght@ kuin solmusta lahtevien
virtausten summa (Kirchhoffin laki).

Suuntaamattomalla graafillakaarille ei ole kiinnitetty erikseen alkusolmua ja
loppusolmua, vaan kaari yksinkertaisesti vain ytédiskaksi nama solmua. Tall6in
kaaresta usein kaytetaankin nimitys& Graafi onyhdistetty jos jokaisen solmuparin
valilla on polku. Pudla tarkoitetaan suuntaamatonta graafia, joka odisgbtty ja
jossa ei ole yhtaan silmukkaa.

Suuntaamattomien graafien kasittely suoritetaaimmméen siten, etta kullekin tielle
annetaan nimellinen suunta. Suuntaamaton graafet&sn tietokoneessa sitten
suunnattuna ja usein yksi suuntaamaton tie voidesittdd kahtena suunnattuna
kaarena. Algoritmeissa otetaan huomioon, ettarmiefemmat suunnat ovat nyt tasa-
arvoisia.

Kaaritaulukko
Kaikkein yksinkertaisin rakenne on taulukko verkdaarista mielivaltaisessa

jarjestyksessa. Kullekin kaarelle on annettu sknsalmun ja loppusolmun tunnukset
sekd muut kaaren tiedot, esimerkiksi pituus. Ra&ewm muokattavissa myos
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suuntaamattomille verkoille. Muistitilaa tama mestetd kayttdd vain vakion verran
verkon jokaista kaarta kohden.

Tata talletustapaa voidaan kayttaa etsittdesstiieriyleisella menetelmalla verkon
lyhimmat polut ja naiden lyhimpien polkujen etaidgy verkon jostain solmusta
verkon muihin solmuihin. Jokaiselle suunnatun verkaarelleh on annettu kaaren
pituusl(h) . Jotkin pituuksista voivat olla myds negatiividiolun pituuson polulla
olevien kaarien pituuksien summa. Verkossa ei kikan saa olla silmukkaa, jonka
kaarien yhteispituus on negatiivinen.

Seuraavassa menetelmassa maaratdaan lyhimmat puobetuata l&htdsolmusta
verkon kaikkiin niihin solmuihin, jotka ovat saaettavissa siita. Kullekin solmulie
pidetddn ylla sen etdisyytd{i) alkusolmustaa pitkin tdh&n mennessa tunnettua
lyhintd polkua ja vastaavan polun viimeisen kaakmsolmuat(i) ennen solmua
i

Algoritmi. Lyhimpien polkujen méaradminen Ford-Fulkersonanetelmalla

1) Alusta lyhimmat etaisyydeti(i) = « (suuri luku) kaikilla muilla solmuilla,
paitsi lahtosolmullal(a) = 0

2) Kasittele kaikki verkon kaaret mielivaltaisessggétyksessa.

Olkoon vuorossa oleva kadki. Sen alkusolmu om ja loppusolmuyj . Kaaren
pituus onl(k)

Josd(i) + I(K) < d(j), niin aseta(j) = d(i) + I(k) jat() =

.

3) Jos edella tapahtui jokin muutos yhdessékaéan lawd$s , niin toista kohdasta
2. Muussa tapauksessa lopeta. Silloin lugij} antavat solmujen etaisyydet
lahtosolmusta pitkin lyhimpia polkuja, @) ilmoittavat edellisen valittoman
solmun lyhimmalla polulla l&htésolmusta solmuun Jos solmuurj ei johda
lainkaan reittia alkusolmusta nid{j) = o,

Tama algoritmi ei ole huippunopea. Se on kuiteniirinkertainen ja toimii hyvin
yksinkertaisella talletusrakenteella. Kohta 2 sietaan enintddm kertaa § on
solmujen lukumaard). Kukin askel 2 suorittaa kiksen kaarilistan 1api.

Bittimatriisi ja kaarien pituusmatriisi

Olkoon esitettdva puhdas graafi, missa ei ole ammetiuta kuin solmujen ja kaarien
insidenssi. Jos graafissa ei ole rinnakkaisia kaammidaan sen rakenne esittééan
bittimatriisinaB. Numeroidaan graafin solmQt ..., n-1 . Silloin matriisin bittiB;
=1 ,jos solmusta solmuun johtaa kaari. Muutoin kyseinen bitti on O.

Bittimatriisiesitys sopii, kun graafissa on paljk@aria. Sen sijaan harvoissa graafeissa
on probleemana se, ettéd solmun naapureita etsiitdagtyy tutkia kaikkn bittia. Jos
bitit ovat perakkain, voidaan kuitenkin pelkkia tdja sisaltavat tavut (sanat) ohittaa.
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01234 01234
0: 01010 024 M16 M
1: 00110 MO01725 M
2:11010 3118 027 M
3:00001 MMM O16
4: 00100 M M20 MO

Oletetaan, ettd verkossa ei ole rinnakkaisia kakaladen solmun valilla. Silloin
verkon rakenne ja kaarien pituudet voidaan esifizigalla matriisillad. Olkoon
solmustai  solmuunj johtavan kaaren pituusj . Jos solmujen valilla ei ole kaarta,
niin asetetaam; = oo (kaytannossa suuri luku). Paalavistajan, vinovasemmasta
ylanurkasta oikeaan alanurkkaan, alkidf = 0 . Suuntaamattomilla verkoilla
matriisi on symmetrinen.

Suurilla ja harvoilla verkoilla matriisi tulee liga tilaa vievaksi, muistitilaa tarvitaan
n? alkion verran. Edelleen méaarattdessa solmun neapujoudutaan kdaymaan lapi
matriisin rivin kaikki n alkiota, vaikka naapureita olisi vain muutama,nnkuin
verkoissa usein on asianlaita.

Matriisiesitys sopii kuitenkin Floydin menetelmé&golja saadaan lyhimpien polkujen
pituudet verkon kaikkien solmuparien valilla. Algari perustuu siihen, etta
rajoitetaan sallittujen valisolmujen joukkoa solmadp lyhimmalla polulla. Aluksi ei

sallita valisolmuja lainkaan. Seuraavaksi sallitamimu O valisolmuksi. Yleisesti,
oletetaan tunnetuksi lyhimpien polkujen pituudein kvalisolmuina sallitaan solmut
0,1, ..., k . Seuraavaksi laajennetaan sallittujen valisolmigerkkoa lisdamalla

siihen solmwk+1 . Talle perustuu seuraava yksinkertainen Floydineteima:

Floydin algoritmi. Etaisyysmatriisin maaradminermkan pituusmatriisista
1. Alusta lyhimpien etaisyyksien matriiBi = d , kund on kaarien pituusmatriisi.
2. Suorita seuraava kaikilla arvoillke k = 0,1, ..., n-1 :
» Kaikilla arvoillai, j,i,j=0, 1, ..., n-1
- Olkoonz=D i +D .
- Josz <D j , niin asetetaa®; =z.

Taman jalkeen matriisinD alkiot antavat lyhimpien reittien pituudet kaikkie
solmujen valilla. Itse reitit saadaan huomaamalid ensimmainen solmu lyhimmalla
reitillai —j on se solmk, jolla on voimass&®; =d i +D .

Lahtevien ja tulevien kaarien listat
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Kullekin solmulle muodostetaan lista siita lahté&ikaarista ja tarpeen mukaan myos
kyseiseen solmuun tulevista kaarista. Esityksestiytekddn myds nimitysta
naapurilista.

Kutakin solmua kohti on solmutietue ja kullakin kelta kaaritietue. Kaikki kaaret,
jotka alkavat samasta solmusta muodostavat liskamoin kaikki kaaret, jotka
paattyvat samaan solmuun, voivat muodostavat tolsgan. Listojen alkioiden
jarjestys on yleensa vapaa.

* Solmutietueen sisalto:
- Referenssi lahtevien kaarien listan ensimmaiseareka.
- Referenssi tulevien kaarien listan ensimmaiseerekagos kaytossa.
- Referenssi graafin seuraavaan solmuun, jos graafimut on linkitetty
listaksi.
- Muut solmukohtaiset tiedot (solmun nimi, algoritmiggdmuuttujat).
» Kaaritietueen sisalto:
- Referenssit kaaren alkusolmuun ja loppusolmuun.
- Referenssi seuraavaan kaareen, jolla on sama &tkwsdama on siis
seuraajalinkki listassa, missa ovat alkusolmudittei#it kaaret.
- Referenssi seuraavaan kaareen, jolla on sama lojppus jos tadma
kaytdssa. Tama on seuraajalinkki listassa, misa#iloppusolmuun tulevat

kaaret.
- Muut kaarikohtaiset tiedot (pituus, kapasiteettiftaus, algoritmien
tydmuuttujat).
Osoitin alkusolmuun
Verkosto eurcava lahtevd tie

1

Usoitin loppusolmuun
euraava tuleva tie

Tama rakenne sallii rinnakkaiset kaaret. Kaaretlejo alku- ja loppusolmu on sama
(self loop), voidaan periaatteessa esittaa myostanalgoritmeissa niista voi helposti
tulla pulmia. Rakennetta voidaan kayttaa myods saamattomille verkoille. Silloin

annetaan kaarille mielivaltainen suunta. Solmuétatelvat ja siihen tulevat kaaret

kasitellaan tasa-arvoisina.

Itse tietueet ovat dynaamisessa muistissa tai ne taletettu taulukoihin.
Kaarilistarakenteet vievat paljon tilaa. Olkoonkagsan solmua jamkaarta. Silloin
verkon rakennetiedot vaativat talletettavasta wséalohiukan riippuen3n+4m
referenssia. Rakenne on edullinen harvoilla velkojblloin kaarien maarénei ole
suuri verrattuna solmujen maaraan. Kommunikaatkatesvat usein téallaisia.

Forward Star-rakenne
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Erittain tiivis esimerkiksi lyhimpien reittien mémiseen sopiva taulukkopohjainen
esitys on Forward Star-rakenne. Se on tiivistetitye lahtevien kaarien listasta,
naapurilistasta. Siina kaaret on jarjestetty alkmsm numeron mukaan kasvavaan
jarjestykseen. Samasta solmusta lahtevat kaaretsiigakaaritaulukossa perakkain.
Kaarista on annettu vain pituus ja loppusolmun mame

Edelleen on solmutaulukk®, missda om+1 indeksias[i] ilmoittaa missa paikassa
kaaritaulukoissa on ensimmainen kaari, jonka laitbs oni . Tarvitaan myds

s[n+1] , joka ilmoittaa, kaaritaulukon viimeista kaartauisgavan position. Silloin

kaikilla solmuillai, i =1, ..., n s[i+1] - s[i] ilmoittaa montako kaarta
lahtee solmusta. Huomattakoon, ettd kun solmustaei lahde yhtaan kaarta, niin
s[i] = s[i+1]

Listaesitys taulukoissa Forwa rd Star-esitys
Solmut Kaaret
ffwa fbwa tail head nxfw nxbw pit s head pit
0: ONIX 0: 0 1 1NIX43 0:0 0: 143
1: 4 3 1. 0 2NIX 224 1:2 1: 2 24
223 1 221 2NIXNIX26 2:4 2: 2 26
3NIX 5 3 2 1 5 032 3:6 3: 315

4: 1 3 2 NIX 15 4:6 4: 1 32

5: 2 3 NIX 4 17 5: 3 17

6:NIX NIX

Forward Star-esitys vaatii tilaa+1 indeksille jamlle kaarialkiolle verkon rakenteen
esittdmiseen. Vastaava rakenne voidaan tehdé rojrdsisn tulevien kaarien suhteen,
jolloin kyse on backward star-esityksesta.

Forward Star rakenne sopii hyvin verkon talletuksesimerkiksi saavutettavissa
olevien solmujen selvittamisalgoritmille ja aikaismin esitetylle lyhimman reitin
algoritmille.

Tarkastellaan suuntaamatonta graafia. Jos solnaustalmuunb on ainakin yksi
polku, on solmub saavutettavissa solmus#a Seuraavalla algoritmilla selvitetaan
mitka solmut ovat saavutettavissa annetusta lamhista. Algoritmia voidaan
soveltaa myods suunnattuihin graafeihin, jolloin \sdettavuus maaritelladn
suunnattujen polkujen avulla. Alla siis tarkast@tiasuuntaamatonta graafia ja tie on
silloin molempien paatesolmujen l&htevien kaaristassa.

Algoritmi. Saavutettavissa olevat solmut
1) On maarattava sellaiset solmut, jotka ovat saaavissa solmusta. OlkoonR
saavutettavissa olevien solmujen joukko Ta tutkittavien solmujen joukko.
Asetetaan alustukses$a R = {a}
2) Jos joukkoTl = @ , niin lopetetaan. Joukka kasittaa silloin kaikki solmut, joihin
johtaa polku solmusta.
Muussa tapauksessa poistetaan joukdgtkin siihen kuuluva solmuy.
3) Kay lapi solmustx lahtevat kaaret ja kasittele kukin kagd; j) seuraavasti:
Josj IR niin ei tehda mitaan.
muussa tapauksessa liitetdadn sojnjaukkoonR ja joukkoonT.
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Jatka kohdasta 2.

Edella esitettya menetelmé&éa voidaan soveltaa migisegn verkon lapikayntiin eli

verkon kaikkien solmujen ja kaarien tutkintaanldsil kohtaa 2 tulee muuntaa siten,
ettd joukon T tullessa tyhjaksi tulee viela sefattonko verkon kaikki solmut tutkittu.
Jos ei, niin valitaan jokin tutkimaton solmu uudekd#htdésolmuksi ja toistetaan
algoritmia, kunnes kaikki verkon solmut on kaytyilaltse asiassa joka kerta kun
askeleessa 2 tulee joukko T tyhjaksi, niin on ldtydeksi uusi verkon yhdistetty

komponentti. Esitetylla tavalla voidaan selvittagikon yhdistetyt komponentit.

Jos ylla joukkond on jono (lisays loppuun, poisto alusta), kutsutalgoritmia myods
leveaksi hauksi(leveyssuuntainen haku, Breadth-First Search).saaserkon
lapikaynti tehdaan siten, etta ensin tutkitaan lkiagolmut, jotka ovat yhden kaaren
padssa lahtdésolmusta. Sen jalkeen ne solmut, jotkd kahden kaaren péassa
lahtésolmusta jne. Jos joukkofiaon pino (lisays alkuun, poisto alusta), kyseesséa o
syvahaku(syvyyssuuntainen haku, Depth-First Search). Trélierkon tutkiminen
jatkuu aina viimeksi tutkitusta solmusta eteenpé&yvemmalle, kunnes tutkittavasta
solmusta ei enda paasta eteenpadin. Silloin palgéticenmaan jostain jo aikaisemmin
kaydysta solmusta.

Forward star rakenteella voidaan tehostaa myosisaikemin esitettya lyhimpien
polkujen Ford-Fulkersonin menetelmaa.

2.6 Muita perustietorakenteita

Tassa ei ole tarkoitus kasitella tarkemmin muitaugietorakenteita. On olemassa
useita tarkeitd puurakenteita; kekorakenteet, l;pgapainoiset puurakenteet, jne.
Taman lisaksi tarked tietorakenne on hajautusmienéte (hashing) tuntemus.
Varsinkin, jos haku on tarkein operaatio, niin l&s on huomioonotettava
mahdollisuus. Jos kullakin solmulla on olemassé&etgskerroin eli prioriteetti niin
prioriteettijono voi tulla kyseeseen. Talloin téirk@id operaatioita ovat alkion
lisddminen ja pienimman (tai suurimman) priorite@maavan alkion poisto.
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3 Algoritminen ongelman ratkaisu

Algoritmit ovat perustana ratkaistaessa ongelmétokioneella ohjelmallisesti. Ne
eivat ole suoria vastauksia, vaan ne muodostuvjgisth, joiden avulla ratkaisu on
saavutettavissa. Erds mahdollisuus algoritmisegeloran ratkaisuun on seuraavien
vaiheiden mukainen.

Ensimmaisend vaiheena ongelman ratkaisussa onoiigelman ymmartaminen.
Ongelman kuvaus on tutkittava tarkoin ja selvitgitaepaselvyydet. Pienten
esimerkkitapausten lapikaynti paperilla on useirbdylistd. Ongelman voidaan
todeta vastaavan jotain usein esiintyvdd ongelnjalipin kannattaa kayttaa
kirjallisuudesta loytyvia valmiita ratkaisumeneté@mTallaisten tyyppiongelmien ja
niiden ratkaisumenetelmien tunteminen auttaa munlaikten ongelmien
ratkaisemisessa.

Seuraavaksi tarkastellaan ratkaisumahdollisuuk$iaasettaako ratkaisuymparisto
jotain rajoituksia. Onko esimerkiksi kaytettavassidteistossa rinnakkaisprosessointi
mahdollista? Onko ratkaisun selvittamisessa aikérdgjsia?

Lisdksi tulee selvittda halutaanko tarkka parasduoblimen ratkaisu vai tyydytaanko
kenties likiarvoiseen, approksimatiiviseen ratkaisu Joitakin ongelmia ei voida
lainkaan ratkaista tarkasti ja toisaalta joiden&imgelmien tarkka ratkaisu voi olla
aarettdman hidasta.

Algoritmin suunnitteluun liittyy hyvin tiukasti myg kaytettévien tietorakenteiden
suunnittelu ja valinta.

Itse algoritmin suunnittelussa kaytetadn yleensaetedmia, jotka ovat osoittautuneet
hyviksi usein eri alojen algoritmisissa ratkaisais3éallaiset suunnittelumenetelmat
sopivat monen eri alan ongelmien ratkomiseen.

Itse algoritmin kuvaamiseen voidaan kayttaa erojapEras usein kaytetty tapa on
sanallinen askel askeleelta kuvaus. Taman heikkons riittavan tarkkuuden
|6ytaminen. Toinen suosittu tapa on pseudokoodyitéaSiina pyritddn kayttamaan
mahdollisen lahella ohjelmointikieltd olevaa ediyma, mutta sallitaan myos vapaa
sanallinen kuvaus.

Kun algoritmi on saatu valmiiksi, niin se tulisicmtaa oikeaksi. Algoritmi on myos
analysoitava, tarkein lienen tehokkuus suoritusaanteen, mutta myds muistitilan
kayttdé tai jonkin muun resurssin kayttd voi asettegoituksia. Likiarvoisen,
approksimatiivisen ratkaisun tuottaville algoritttestulisi tarkastella niiden antamien
ratkaisujen hyvyyksid. Voidaan myos pyrkia tutkimaakoko algoritmin
optimaalisuutta.

Jos algoritmi on tarkoitus toteuttaa tietokoneelin se tulee liséaksi koodata
ohjelmaksi. Tahan liittyy kaikki laadukkaiden ohjeén tekoon liittyvat vaiheet.
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Jatkossa esitetaan erilaisia algoritmien suunaitiehetelmia. Huomattava, etté usein
algoritmi voidaan katsoa kuuluvan useankin eri suftglumenetelmén mukaiseksi.
Lisdksi kaikkien algoritmien ei voida katsoa kuudmv mihinkaan eri
suunnittelumenetelmaluokkaa. Monesti kaikkein pagdgoritmi kayttaa paljon
ongelman alaan kuuluvaa erikoistietoa.

3.1 Raa’an voiman kaytto

Raa’an voiman kéayttd perustuu ongelman suoravieeas ratkaisemiseen. Siina
tutkitaan yleensd kaikkia mahdollisia ratkaisuvedfttoja ja valitaan niista paras.
Menetelmé&n algoritmit ovat yksinkertaisia ja ehk&ppoimman tuntuisia.

Jos ongelmana on laska3q missan on positiivinen kokonaisluku niin maaritelman

n

a" = a=alab--Oa

= N a ——
n kertaa

mukaan voidaan Kkirjoittaa algoritmi, joka muodostaukierrosta suoritettavasta
silmukasta. Tama suoraan maaritelman mukaisenitgoraikavaativuus on selvasti
O(n). Tama voidaan kuitenkin laskea paljon nopeamminkin

Tarkastellaan seuraavaksi paria esimerkkia jamn@stingelman ratkaisemisesta.
Olkoon taulukko, missd on samaa tyyppid olevaa tietuetta. Tietueiden kesken
annettu jarjestys, joka tavallisimmin maaritell&@men tai useamman avaintiedon
perusteella. Olkoot taulukon tietueet aluksi miglizisessa jarjestyksessa.
Jarjestamistehtavassa yleensa taulukon tietueddgesiys vaihdetaan sellaiseksi, etta
taulukossa perékkaiset tietueet ovat avainkentarkaamu halutun mukaisessa,
esimerkiksi kasvavassa, jarjestyksessa.

Tarkastellaan vain avainkentan sisaltavia tietueifdkoot tietueidenR ja R
alkuperaiset paikat taulukossg [a [jo] ja R = R;. Jos kaikilla tallaisilla tietuepareilla
aina kunip < jo seuraa, ettéd < j, on jarjestamismenetelnsiabiili. Talléin siis ne
tietueet, joilla on sama (avainkentan) arvo, stbdt alkuperaisen jarjestyksen
mukaiset paikkansa toistensa suhteen.

Paitsi taulukoissa, tarvitaan jarjestamistehtavagamlinkitetyissa listoissa. Kun
jarjestaminen tapahtuu kokonaisuudessa keskussgastniin sitd sanotaan sisaiseksi
jarjestamiseksi. Liséksi voidaan jarjestaa tiedestoolevia tietoja ja silloin puhutaan
ulkoisesta jarjestamisesta. Tassa tutkitaan vaiista jarjestamista.

Jos taulukon tietueet ovat suuria, voi olla edtdliantaa jarjestys indeksitaulukon tai
referenssitaulukon avulla. Jos esimerkiksi kaytetdadeksitaulukkoaxt, niin
alustetaan se ensin kokonaislukuarvoibtii] = 1 (i = 0, ... , n-1 ). Sitten
indeksitaulukko jarjestetaan siten, etta jo< j, niin indeksienxt[i] ja xt[j]
iimoittamat tietueet ovat vastaavassa jarjestyksegassa on se etu, etta ei tarvitse
siirrella suuria tietueita, vaan lyhyita indeksegi referenssejd. Edelleen samalle
tietuetaulukolle (tiedostolle) voidaan antaa usdamjgrjestyksid samanaikaisesti
kayttamalla useaa indeksitaulukkoa.
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Linkitettyjen listojen alkioille voidaan jarjestyehda joko linkityksia muuttamalla tai
sitten referenssitaulukon avulla.

Jarjestamista kutsutaan usein lajitteluksi (sojtinBma johtuu siita, ettd ennen
reikakortit laitettiin jarjestykseen reikakorttitaglijalla (sorter).

Jarjestaminen on eras tarkeimpia ohjelmointiongelndiarjestamista tarvitaan itse
jarjestyksen luomisen takia, mutta sen avulla vandanyds nopeuttaa useita muita
algoritmeja. Erilaisia jarjestamisalgoritmeja onttém paljon, toiset tehokkaampia
kuin toiset.

Kuplamenetelma

Tama on erittdin yksinkertainen ja nimenomaan raaka/oimaan perustuva
menetelma.

Kuplamenetelma

1) Olkoon taulukossa alkioitan kappaletta. Suoritetaan kohta 2 indeksanvoillai
=1,...,n-1

2) Kaydaan lapi tietueitdj], j = n-2,... ,i-1 seuraavasti:
Jost[j] > t[j+1] niin vaihdetaan tietueiddfj] jat[j+1] paikkaa.

Arvioidaan kuplamenetelman vaativuutta. Kuplamengfissa suoritetaan vertailuja
aina sama maara dm-1) + (n-2) + ... + 2 + 1 = n(n-1)/2kappaletta. Pahimmassa
tapauksessa jokainen vertailu voi johtaa myds gidn vaihtoon, jolloin myos niita
suoritetaan yhté paljon. Kuplamenetelman aikavaagwon sitetO(rf).

Valiinsijoitusmenetelma

Tama toinen yksinkertainen menetelma selvitetirapalysoitiin jo luentomonisteen
alussa. Se on hidas suurilla taulukoilla. Se ontekikin varteenotettava, kun
taulukossa on vahan tietueita.

Valiinsijoitusmenetelméa

1) Olkoon taulukossa alkioitan kappaletta. Suoritetaan kohta 2 indeksamvoillai
=1, ..., n-1 Aina ennen kohdan 2 suoritusta oletetaan, etfiikassat tietueet
t[0], ... , t[i] ovat jo toisiinsa nahden kasvavassa jarjestyks@ssdetaan, etta
tdma on ilman muuta tosi, ki O.

2) Kopioidaan aputietueeseen tietuet[i] . Sitten kaydaan lapi tietueitf], j = i-1,
i-2, ..., 1, Otarvittaessa seuraavasti:

Josj > 0jap < t[j], kopioidaan tietud[j] seuraavaan taulukon positiopfl ja
siirrytddn seuraavaan arvopa j-1.

Muussa tapauksessa kopioidaan tigtupositioonj+1 ja lopetetaan tietueiden
siirtely.

Kohdan 2 periaatteena on siis, ettd ennen sitéiegetpositioissad, ..., i-1 ovat
toisiinsa nédhden jarjestyksessa. Sitten tigfilesiirretdaan syrjaan. Siitd alkuun pain
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siirretaan tietueita eteenpdain yhdella askeledlianks tullaan kohtaan, mihin ennen
kohdassa ollut tietue voidaan sijoittaa, jotta taulukon @bian jarjestys olisi oikein.
Taman jalkeen tietueet positiois3a..., iovat toisiinsa nahden jarjestyksessa.

Arvioidaan valiinsijoitusmenetelméan vaativuutta.hiramahdollinen tilanne on, kun

taulukko on aluksi vahenevassa jarjestyksessairsiohta 2 suoritetaan joka kerta
positioon 0 saakka. Paakierroksellarvitaan siis perusaskelta (avainten vertailu ja
tietueen kopiointi). Liséksi tarvitaan kaksi ylinmagsta kopiointia. Perusaskeleiden
maara on siterl + 2 + ... + n-1 = n(n-1)/2 Nain ollen avainten vertailuja on

pahimmillaann(n-1)/2ja tietueiden kopiointejgn-1)(n/2 + 2. Todetaan, ettd korkein

termi lausekkeissa anf/2. Valiinsijoitusmenetelméan aikavaativuus on €igr).

Valintamenetelma

Tamakin on toinen yksinkertainen jarjestamismeneiehenetelma jota myos voidaan
pitdd raa’an voiman menetelmana.

Valintamenetelma

1) Olkoon taulukossd alkioita n kappaletta. Suoritetaan kohtia 2 ja 3 indeksin
arvoillai=0, ..., n-2

2) Kopioidaan aputietueesegen= t[i] ja asetetaak = i. Sitten kaydaan lapi tietueita
t[j], j = i+1, i+2, ... , n-1 seuraavasti:
Josp < t[j] , kopioidaarp =t[j] ja asetetaak =j.

3) Josk#i niin kopioi tietuet[i] tietueekst[k] ja kopioi tietuep tietueekst]i] .

Periaatteena on siis, etta tietueet positioBsa, ..., i-lovat jo lopullisesti oikeissa
paikoissaan. Kohdassa 2 siis selvitetaan tauluppuosan, ... , ntietueista pienin
ja kohdassa 3 sijoitetaan tarvittaessa tama tpidaan.

Arvioidaan valintamenetelman vaativuutta. Vertalspuoritetaan aina sama maara el
1+ 2+ ... + n-1 = n(n-1)/2eli O("’). Tietueiden siirtojen suhteen huono tilanne on,
kun taulukko on aluksi vdhenevassa jarjestykseSgkin siirtoja voidaan joutua
suorittamaan kertaluoka@(?) verran. Siirtojen maaraa voidaan kuitenkin vah@nta
jos kohdassa 2 ei kopioida tietuetta, vaan pidet@i@wastaan ylla indeksik ja
korvataan viittaus tietueeseprviittauksella tietueeseefk] . Talloin siirtoja tuleekin
pahimmassa tapauksessa enintaén kertaluokayverran.

Lahin pistepari

Olkoon meilla annettunatason pistett@; = (x;, ¥), i = 1, ..., n Ongelmana on l6ytaa
kaksi toisiaan lahinnad olevaa pistettd. Pisteid@imen etaisyys lasketaan tavallisena

Euklidisena etdisyytena eld(p, p) = \/(xi - X )2+(yi -y, )2. Raa’an voiman

algoritmi kay lapi kaikki pisteparit, laskee niidesdlisen etaisyyden ja pitda ylla
pieninta etaisyytta.
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Lahin pistepari

1) Olkoon taulukossapisteparejdx;, y;) n kappaletta.
Asetapienin= oo,
Suorita askel 2 indeksirarvoillai =0, ... , n-2

2) Suorita seuraava indekgimarvoillaj = i+1, ... , n-1

Laskee:\/(xi - X J+(y, - Y, ).
Jose < pienin
niin pienin = e, pl1 =ijap2 =j.
3) Palauta pisteparin taulukkoindekgit ja p2.

Algoritmin perusoperaationa voidaan pitdda kahdestepn valisen etdisyyden
laskemista. Itse asiassa nelidjuuren laskeminenka&an ole aivan helppo
laskutoimenpide. Mutta se voidaankin valttaa tasgiauksessa. Perusoperaationa
voidaan pitdaa luvun toisen potenssin laskemistallaié laskutoimenpiteitd
suoritetaar(n-1) + (n-2) + ... + 2 + 1 = n(n-1)/Xappaletta. Taten tdmén menetelman
aikavaativuus o(rf).

Raa’an voiman algoritmit perustuvat tietokoneenkdasatehon hyvaksikayttoon.
Usein ne tutkivat mahdollisia ratkaisuvaihtoehtojan pitkadlle kunnes joko haettu
ratkaisu tai kaikki ratkaisuvaihtoehdot on tutkitilatkaisun esitystavasta johtuen
tama voi tarkoittaa kaikkien osajoukkojen tai petaatioiden tutkimista. Jos halutaan
minimoida ylimaardisen tydon maaraa, niin tama tuddeld jarjestelmallisesti. Suurin
ongelma raa’an voiman menetelmissa on ratkaisusglititbjen suuri maara. Se estaa
naiden menetelmien kayton vahankaan suuremmilleelonle. Esimerkkina
esitetyille jarjestamisongelmalle ja myds lahimmaisteparin ongelmalle [6ytyy
tehokkaampiakin algoritmeja.

Kaikki permutaatiot

Kaikkien ongelman ratkaisuvaihtoehtojen tutkiminen selvasti raa’an voiman
menetelma. Usein ongelman ratkaisu voidaan ege#éékkaisten kokonaislukujen
2, ..., navulla. Yksi mahdollisuus ratkaisun esittdmiseeémndan kokonaislukujen
muodostama jono.

Olkoon meilla ongelma, jonka syottdtiedon koko mnEdelleen siis oletetaan, etta
ongelman ratkaisut voidaan esittda kokonaislukyfe@, ..., n} permutaationa, eli
naiden kokonaislukujen erilaisina jarjestyksinalldigia eri jarjestyksia on olemassa
erittdin paljon eli kaikkiaam! = n*(n-1)*(n-2)*...*2*1 kappaletta.

Eréas tallainen ongelma on Hamiltonin keh&-ongelArmettuna on verkko; solmujen
joukkoN = {1, 2, ..., n}ja verkossa olevien kaarien joukko= {(i, j)| i [l Njaj [

N}. Ongelmana on léytaa sellainenn kaaren joukko, joka muodostaa silmukan
verkon kaikkienn:n solmun kautta siten, ettd silmukka kay kussakimussa kerran
ja vain kerran.

Hamiltonin  keh&ongelman ratkaisu voidaan esittda rkore solmujen
permutaatioratkaisuja tutkimalla. Permutaatiorat4ail,2, ..., n} tarkoittaisi
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Hamiltonin kehddl — 2 — ... - n —1. Kun permutaatioratkaisu on muodostettu,
niin tulee viela tutkia, onko tarkasteltavassa wsHa olemassa kaikki ratkaisussa
esitetyt kaaret.

Taten ongelma voidaan ratkaista raakaan laskergaarstuvalla algoritmilla, jossa
muodostetaan kaikki mahdollisein eri solmun renkaat eli kaikki lukujdt,2, ..., n}
permutaatiot ja tutkimalla vastaavan permutaatikaiatin sallittavuus.

Kaikkien permutaatioiden muodostaminen sujuu heigegursion avulla. Oletetaan,
ettd osaamme muodostaa kaikki permutaatitdle kokonaisluvulle. Silloin voimme
laajentaa menetelmagle kokonaisluvullg{1, 2, ..., n}seuraavasti.

Kiinnitetddn luku 1 seuraavaksi vuorossa olevienmpgaatioiden ensimmaiseksi
luvuksi ja muodostetaan osaamallamme menetelmaililékiklukujen {2, 3, ..., n}
permutaatiot.

Seuraavaksi kiinnitetddn kokonaisluku 2 vuorossavieh permutaatioiden
ensimmaiseksi luvuksi ja muodostetaan osaamallamergetelmalla kaikki lukujen
{1, 3, ..., n}permutaatiot.

Tata toistetaan kunnes lopulta kiinnitetddn koksln&u n vuorossa olevien
permutaatioiden ensimmaiseksi luvuksi ja muodoatetssaamallamme menetelmalla
kaikki lukujen{1, 2, ..., n-1}permutaatiot.

Seuraava algoritmi muodostaa permutaatiot taulukldd,n] esitetylla tavalla.
Algoritmi:

/l muodostetaan kaikki lukujen {1,2,..,n} permutaatiot.
permutaatio( M

if (m==n)

seuraava permutaatio on nyt taulukossa p[1..n]
el se

f or (kaikilla arvoilla ] arvosta marvoon n) {

swap( p{il, p[m]  );
permutaatio(  m+1);

swap( p[], p[m] );

}
Ensin tulee vield alustaa taulukgga tehda ensimmainen kutsu seuraavasti.
f or (kaikilla arvoilla j arvosta 1 arvoon n)

pil=j

permutaatio(  1);

Koska n:n alkion permutaatioita om! kappaletta, niin algoritmin tietysti tulee
muodostaa ne kaikki. Kullekin permutaatiolle sittehdddn ensimmaises$ésassa
jotain joka viekoon ajarO(n). Talléin koko algoritmin aikavaativuudeksi voidaan
laskeaO(n n!).
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3.2 Osittaminen

Osittaminen eli hajoita-ja-hallitse periaate on &hparhaiten tunnettu algoritmien
suunnittelutekniikka.

Idea
* Ongelman esiintym& ositetaan saman ongelman usepleiemmaksi
esiintymaksi. Osaongelmat ovat yleensa keskenad#msdleen samankokoisia.
* Osaongelmat ratkaistaan, yleensa rekursiivisesti.
« Tarvittaessa osaongelmien ratkaisuista kootaanpeléisen koko ongelman
ratkaisu.

Yleinen muoto
vastaus osittava (tapaus Xx)
{
i f ( x on"pieni")
y = pienen tapauksen ratkaisu;

el se{
jaa X 0siin X1, .0y X m
/] osat yleensa tasakokoisia, ei valttamatta er illisia

y1:=osittava(x 1);

Yy m=0sittava(x m
kokoa X:n vastaus y osista Vi, o0 Y m

}

return vy;

}
Lomitusjarjestamismenetelma

Jo luentomonisteen alussa esiteltin raa’an voinmaenetelmid tehokkaampi
jarjestamismenetelma; lomitusmenetelma.

/I Lomitusmenetelméa
MergeSort(t, |, h)}
{

if (lI<h ){
k = (I+h)/2 ;
MergeSort( t,l, k );
MergeSort( t,k+1,h ),
Merge( t I,k h );
}
}

Jos T(n) on algoritmin suoritusaikan:n alkion syo6ttétiedon koolla, niin voidaan
kirjoittaa rekursiivinen yhtalo
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C, kunl = h
T(n) =
2T(n/2)+dn, kunl <h

Tastéa voidaan ratkaisfign) useammallakin eri tavalla.

Erds mahdollisuus on pyrkia purkamaan rekursiotdetefaan, ettd alkioiden
lukumaaran = 2*. Talldin taulukko jakautuu aina kahteen yhta seoresaan eli
esimerkiksi ensimmaisella kerraté2 = 2/2 = 2<%,

Soveltamalla rekursiokaavaa aina uudestaan saadaan

T(n)=2T(n/2)+dn=2'T (2“") +1dn
= 2(2T (2" /2) +d(n/2)) +dn=2°T (2“?) + 2dn
22(2T (22 /2)+d(n/4)) + 2dn=2°T (2“*) + 3dn

=2“T(n/2") + kdn
=nT@ +kdn
=nc+kdr.

Tassa on vield selvitettawd arvo ja koskan = 2° niin saadaan legn = k. Téaten
saadaan lopputulos(n) = nc + dnlog, n eli lomitusjarjestamisen aikavaativuus on
pahimmassa tapauksessa kertaluol@®@ésalog n).

Toinen mahdollisuus on arvata lopputulos ja todigta oikeaksi induktiolla. Kolmas
mahdollisuus rekursiivisten, muoto&(n) = aT(n/b) + f(n) olevien yhtaldiden
ratkaisemiseen on kayttaa ns. master-lausetta, gokaa kaavana suoraan ratkaisun.
Lausetta ei kuitenkaan esitetd tdssa. Lisaksi aoidaiyttaa erilaisia matemaattisia
menetelmia.

Suurten kokonaislukujen kertolasku

Ongelma Annettu n-bittiset kokonaisluvutX, Y >0 (n = 2 k = 0, 1, 2, .).
Laskettava tulXY.

"Peruskoulualgoritmi” Kerrotaan lukuja "numero” kerrallaan. Talloin ‘aaan
T(n)=0(r7) bittioperaatiota.

(Huom Kaksin-bittista lukua voidaan laskea yhte®(n) bittioperaatiolla.)
Osittava ratkaisu

Merkitdan

X=A-2"%+B ja

Y=C-2"%+D,
missédA, B, CjaD ovatn/2 bitin pituisia.
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Algoritmi 1
XY = AC2"+(AD+BC) 2"%BD

Talloin saadaan

T(n) = C, kunn=1
~4T@) +c,n, kunn=2"k=04,...

Taman ratkaisuksi voidaan esimerkiksi master-laasetsoveltaen saada
T(n)=0(n° %=0(n?), siis ei parannusta.

Algoritmi 2 (Karatsuba & Ofman 1962): Kaytetddn hyvaksi seraakaavaa.
XY=AC2"+[(A-B)(D-C)+AC+BD] -2"*+BD

Tarvitaan siis 3 kph/2 bitin kertolaskua, 4 kph bitin yhteenlaskua, 2 kpi/2 bitin
vahennyslaskua ja 2 sivuttaissiirtoa.

(o kunn=1
T(n) = n — ok | —
3T(3) +c,n, kunn=2%k=041,...

Nyt vastaavasti esimerkiksi master-lauseeen awakdaan, ett@i(n) = O(H* 3) =
o(n*>%.

Huomautuksia

» Aikavaativuusfunktioiden vakiotekijdiden takia pskoulualgoritmi on itse
asiassa K & O -algoritmia parempi noin 500-bittisiukuihin asti. Toisaalta
nain  suuria ja suurempiakin  lukuja tarvitaan  nykyis mm.
salakirjoitusjarjestelmissa rutiininomaisesti.

* Teoriassa hyvin suurten lukujen kertolasku on miisted suorittaa viela
nopeammin eli ajass®(n log n loglog n) (ns. Schonhage - Strassen -
algoritmi). On avoin ongelma, voidaanko kertolasbkieuttaa ajassa(n).

* Toteutuksesta: Kaytdnnossa lukujen osittamistaaginéta jatkaa 1-bittisiin
saakka, vaan vain kaytettavan tietokoneen sandeénuasti, jolloin osien
kertolasku voidaan toteuttaa yhdella konekéaskylla.

Quicksort eli pikajarjestamismenetelma

Erilaisia jarjestamismenetelmia on hyvin paljonrkein niista on Quicksort (Hoare
1960) eli pikajarjestamismenetelma. Se on monisséieiksa todettu yleensa
tehokkaimmaksi yleiskayttdiseksi taulukon jarjestimenetelmaksi. Pikamenetelma
perustuu osittamiseen (divide and conquer) ja sitgdds rekursioon.

e Jos taulukon pituus on  tarpeeksi pieni,  jarjestetadse
valiinsijoitusmenetelmalla. Mydhemmin esitettavéigoatmien kannalta on
oleellista, ettd valiinsijoitusmenetelmaa kaytetaarakin silloin, kun taulukon
pituus on < 3.
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* Valitaan jokin taulukor (n tietuetta) tietug (jakotietue).

» Ositusvaihe (partition). Siirrellaan taulukon tietia siten, ettéd taman vaiheen
jalkeen jakotietue on positiosgaPaikkaj maaraytyy siten, etta ositusvaiheen
siirtojen jalkeen tietueet, jotka edeltdvat jakitedta, ovat ennen positioja
Tietueet, jotka seuraavat jakotietuetta ovat pmsjtjalkeen. Tietueet, joilla on
sama avain kuin jakotietueella, voivat olla moletterpuolilla.

» Jarjestetaan taulukon alkuofa 1, ... ,j-1ja loppuosaj+1, j+2, ... , n-1
valiinsijoitusmenetelmalla, mikéli osan pituus oousempi kuin 1, mutta
pienempi kuinv. Muussa tapauksessa jarjestaminen tehdaan reksesti
quicksort-menetelmalld. Rajav vaihtelee alkuperdisen taulukon koosta
riippuen. Yleens& < 100

Periaatteena on siis, etta taulukko jaetaan kahybsempaan patkaan, jotka voidaan
jarjestaa erikseen toisistaan riippumatta. Osiefegtmiseksi aliohjelma kutsuu
itseaan.

Jakotietueen valinta

Seuraavia menetelmid on kaytetty:

* Valitaan taulukon ensimmaéinen tietue. Jos taulukéo satunnaisessa
jarjestyksessa, tama kylla kay. Jos kuitenkin tekduon jo jarjestyksessa, tulee
jakotietue siirtelyn jalkeen taulukon positioon Silloin taulukon loppuosan
pituus olisin-1. Taten jako kahteen osaan tulee erittain epatsaiga se
johtaa tehottomuuteen.

» Valitaan jakotietue satunnaisesti. Silloin jakaietksi voi tulla taulukon osan
suurin tai pienin tietue todennadkoéisyydeln. Taten epaonnistumisen
todennakaoisyys ei ole kovin suuri.

» Jakotietueeksi valitaan keskimmadinen tietue. Tallohenetelm& ei voi
epaonnistua, jos taulukko on jarjestetty. Muuten aocgmistumisen
todennakaoisyys on sama kuin edella.

e Mediaanimenetelma.  Silloin  jakotietueeksi  valitaansuuruudeltaan
keskimmainen taulukon ensimmaisestd, keskimmaisgata viimeisesta
tietueesta (median of three).

* Muodostetaan yhdeksan tietueen pseudomediaani. Gitéen valitaan
taulukosta tasavalisesti yhdeksén tietuetta. \@liteeuraavaksi naista kolmen
ensimmaisen tietueen mediaanialkio, sitten kolmemraavan ja myos viela
kolmen viimeisen mediaanialkio. Lopulliseksi jalaitieeksi valitaan naiden
kolmen mediaanialkion mediaani. Tatd menetelméaiekdign, kun taulukko on
riittdvan suuri. Kokeet ovat osoittaneet, ettaié@uetta on sopiva raja.

Taulukon jakaminen (partition)

Olkoon taulukossatietueitan (n > 0) kappaletta. Parametrilmoittaa tarkasteltavan
taulukon osan vasemmanpuoleisimman alkion indeksiparametrir vastaavasti
oikeanpuoleisimman alkion indeksin. Jakotietueekssaatu tavalla tai toiseltfk] =

p. Taulukon jakaminen voidaan suorittaa seuraavdstilaisia versioita on
kymmenia).
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int partition(int t[], int I, int r, int k)

SWAP(l, k); // Jakotietue vaihdetaan taulukon alk uun
for (i=1,j=r+1;;){
do ++i;  whil e (i <r && t[l].key > t[i].key});
do --j; whi | e (t[l].key < t[j].key);
1t (g<i br eak;
SWAP(i, j); I/ Vaihdetaan tietueet t[i] ja t[j]

SWAP(l, j); /I Jakotietue lopulliselle paikall een
return j;

}

Taman jalkeen jarjestetaan taulukon ofapl] ja [j+1..r] erikseen. Téata varten
aliohjelma kutsuu itsedén rekursiivisesti.

Tarkastellaan erikoistapauksia.

» Olkoot kaikki tietueet pienempia kuin jakotietuall®@n ensimmaisesséo-
silmukassai kasvaa kunnes tullaan taulukon tarkasteltavan dsppuun.
Silloin toinendo-silmukka loppuu yhden kierroksen jalkeen tilanesss missa
j=r-1jai=r, jolloin mydsfor-silmukka loppuu. Silloin jakotietue, joka my6s
on taulukon suurin tietue, siirretaan lopuksi paihkj = r-1. Se tulee oikealle
paikalleen. Taulukon alkuosa jarjestetaan sitten.

» Jos kaikki tietueet ovat suurempia kuin jakotietyggattyy algoritmi
tilanteessa, jolloin = |+1 jaj = |. Nytkin saadaan vain jakotietue oikealle
paikalleen.

Kokonaisuudessaan pikajarjestaminen toimii seurdava
void quicksort( int[]t, intl, intr)

I f (r-l < alaraja)
/I jarjesta valiinsijoitumenetelmalla
el se {
k = pivot(t, I, r); // valitaan jakotietue
| = partition(t, 1, r, k);
quicksort(t, I, j-1);
quicksort(t, j+1, r);
}
}

Pikajarjestamismenetelman analysointia

Pikajarjestamismenetelman tehokkuutta tarkasteltaegakotietueen valinnassa
onnistuminen on varsin oleellista. Pahin tapaussehainen, jossa jako kahteen
pienempaan osaan tapahtuu mahdollisimman epatsisaig@lkoon esimerkiksi

jakotietueen valinta sellainen, ettd valinnan tekra jakotietueeksi tulee avaimen
arvoltaan pienin tietue. Silloin jakotietueen vasegie puolelle ei tule yhtaan
tietuetta ja oikealle puolelle tuleel tietuetta. Jo3 (n) on pikajarjestamismenetelman
pahimman tapauksen suoritusaika, niin saadaansiekoen yhtaloT(n) = T(n-1) +
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cn. Jos sama toistuisi myos jatkossa, niin suoritksajsaadaam(n) = T(1) + c2 + c3
+c4 + ... + cn< cn(n+1)/2 =O(rf).

Jos taasen jakotietueen valinta onnistuu aina ,siedta alkioiden lukumaara
puolittuisi, niin suoritusajalle saataisiin rekurgtald T(n) = 2T(n/2) + n joka on
tuttua muotoa lomitusmenetelméan yhteydesta ebitdaBuoritusaika olisD(n log n).
Voidaan lisdksi osoittaa, ettd keskimaarin pikagtdmismenetelman suoritusajan
vaativuus onO(n log n). Taman todistuksessa oletetaan, etta jokaineasj@tjava
tietue voidaan valita jakotietueeksi samalla todédmnsyydelld. Jatetaan taman
todistus valiin.

Osittamismenetelman osittamisen tasapainoisuudesta

Yleensa ongelman tapaus kannattaa osittaa sitet§i ebsatapaukset ovat
mahdollisimman samankokoisia. Taméa voitiin hav§itpikajarjestamismenetelman
yhteydessa.

Esimerkki Lukujoukon mediaanin maarittaminen.

Ongelma Annettu kokonaislukujoukk®, |S|=n ja luku k. MaarattavaSn k:nneksi
pienin alkio. (Erityisesti mediaark=[n/2]).

Triviaaliratkaisuja

1) Maarataan jarjestyksessgieninta alkiotaT(n) = O(kn)=0(n?).
2) Jarjestetaas ja poimitaark:nneksi pieninT(n) = O(nlog n).

Osittava ratkaisu

alkio select(joukko S, i nt k)
{
if (S|==1)
return a;
el se{
a = "satunnainen" S:n alkio;
S 1={x U S|x<a}; /l Oletetaan yksink. vuoksi
S ,={x U S|x>a};/lettad S:n alkiot erilliset
if (S 1 2K)

returnselect(S 1, k);
else if (IS 1l ==k-1)
return a;
el se
returnselect(S 2, k-|S 4|-1);
}
}

"Analyysi Jos jakoalkia tulee aina valituksi "suunnilleen keskelta"nnii
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C, kunn=1,
T(5)+c,n, kunn>1.

Tm)={

Ja talléin saadaan(n)~ O(n).

Jos jakoalkio tulee valittua darimmaisen huonoé$tirekursiivisen kutsun osassa
joukkoon jaa aina vain yksi alkio vAhemman niirolkgena on, etta

=g
T(n-1) +c,n, kunn>1.
ja talloin T(n) = O(r).

Valitsemalla jakoalkio huolellisesti voidaan taat#td myos pahimmassa tapauksessa
algoritmin vaativuus o®(n)

Jarjestamisongelman alaraja

Ylla on esitetty useita ratkaisumenetelmid jarjesséehtavélle. On esitetty
menetelmid, jotka vaativat joko pahimmassa tai keglraisessa tapauksessa ajan
O(nlogn). Voidaankin kysya, ettéd onko parempia menetelri@énsa olemassakaan?

Esitetyt menetelmat ovat perustuneet siihen, éltfegtaminen on suoritettu aina
kahden tietueen avainten arvoja vertaamalla. T#tai menetelmat ovat

vertailumenetelmidaTéallaisia ovat siis kaikki tahan asti esitetyjgatamismenetelmat.

Vertailujarjestamisessa verrataan kahden tietusamleenttia, esimerkiksi kysytaan

onkot; < t;, ja saadaan vastaus kylla tai ei. Taman vastauyteersteella menetelma
voi sitten tehda joitain toimenpiteitd ja lopultacsittaa uudelleen vastaavanlaisen
vertailun. Taten téallainen vertailuun perustuvgegtédmismenetelma voidaan aina
esittda (binaarisend) paatdéspuuna. Taman paatdgpkainen sisdinen solmu, siis ei-
lehtisolmu, vastaa yhta vertailua. Siséisellda sdbnon aina kaksi lasta vertailun

kummankin tuloksen mukaisesti.

Mink&a tahansa kahden tietueen vertailuun perustuyarestamismenetelman
kayttaytyminen voidaan esittda tallaisena paatgspuuHuomattava, ettd itse
algoritmin ei tarvitse tietdd mitddn tallaisen p&auun olemassaolosta. Paatdspuu
vain esittdd kaikki mahdolliset vertailujen jongitka algoritmi suorituksen aikana
kay lapi. Algoritmi aloittaa juurisolmusta ja veilten tuloksen mukaan jatkaa joko
vasemmasta tai oikeasta haarasta ja jatkaa naita mieenpain paatyen johonkin
lehtisolmuun, kun algoritmi lopettaa suorituksen ga suorittanut jarjestamisen
valmiiksi.

Taten binaarisen paatdspuun korkeus kuvaa pisingédadollista polkua, jonka
algoritmi suorittaa eli suurinta maaraa vertailujaka voidaan tehda algoritmin
suorituksen aikana.

Jos ajatellaan mita tahansa vertailumenetelmaésjarnisongelmalle, niin sen tulee
pystya jarjestamaan kaikki mahdolliset syottojdyjeset. Naita erilaisia
syottojarjestyksia eli erilaisia lukujeh 2, ..., npermutaatioita on! kappaletta. Taten
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algoritmin paatospuulla tulee olla ainakihlehtisolmua. Koska bindaripuun kullakin
solmulla voi olla korkeintaan 2 lasta niin jos kan@uulla n! lehtisolmua niin

binaaripuun korkeus o [logn!]=logni>>"" logi = z:lzlognlz >n/2logn/2.

Koska paatdéspuun korkeus on suurempi tai yhta s«entaluokkanlogn niin minka

tahansa algoritmin, joka suorittaa kahden tietue&lsid vertailuja, tulee suorittaa
pahimmassa tapauksessa vahintaan kertaluokagn verran vertailuja.

Taten esimerkiksi esitetty lomitusmenetelma on &asselessa optimaalinen. On
kuitenkin olemassa jarjestamisongelmia, joissa ri&eitan arvojen suhteen on
olemassa rajoituksia ja jarjestamismenetelmidsgiavainkenttien suhteen voidaan
tehda muutakin kuin binaarisia vertailuja. Jos eskiksi avainten arvoalue on

suhteellisen pieni, niin tietueen paikka voidaalvigéd suoraan laskemalla. Taten
pyrittdessd mahdollisimman hyvaan jarjestamisalgan tulee sen valinta

suhteellisen hankalaksi.

Jarjestaminen laskemalla

Aikaisemmin esitetyt yksinkertaiset jarjestamismehméat olivat pahimmassa
tapauksessa kertaluokad(n’) menetelmia. Liséksi tunnemme lomitusmenetelman
(mergesort), jonka aikavaativuus @n log n) ja pikamenetelman (quicksort), jonka
keskimaarainen aikavaativuus @fn log n). Edelleen tiedamme, ettd kahden alkion
vertailuun perustuvan algoritmin aikavaativuus pahiassa tapauksessa on aina
vahintaan kertaluokkaan log n. Tarkastellaan tassa jarjestamista muutoin kuin
vertailemalla ja esitetddn menetelmia, joilla tamdég n aikaraja voidaan rikkoa.

Laskentamenetelma

Aikaisemmin esitetyt jarjestimismenetelmat suoréta jarjestamisen vertailun
perusteella. Laskentajarjestamisessa oletetaad, jafestettavana on kappaletta
kokonaislukuja valiltd ... k

Laskentamenetelmén perusideana on laskea kulléKesjettavalle alkiolle niiden
alkioiden lukuméaara, jotka ovat pienempia kainTaman tiedon perusteella alkéo
voidaan sijoittaa omalle paikalleen.

Olkoot jarjestettavat alkiot taulukosdfl..n]. Jarjestetyt alkiot ovat algoritmin
paattyessa jarjestyksessa toisessa tauluksfsan] ja kaytetddn lisaksi tyotilana
kolmatta taulukkoa[O..K].

Saadaan seuraava laskentamenetetméietueen jarjestamiseksi, kun avainkenttien
arvot ovat valilté0 .. k

Algoritmi:
laskentamenetelma alkioiden jarjestamiseksi.
1. Nollaa taulukko u.
2. for (i=1;i <n;i++ ) uftfi]]++ ;
/[l Taman jalkeen u[j] sisaltaa alkioiden j lukuméaaran.

3. for (i=1;i <k;i++ ) uli] = ufi] + u[i-1] :
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/I u[i] sisaltaa nyt tiedon siitd montako alkiota on
/[ pienempia tai yhta suuria kuin i

4. for (j=n;] =1 ) s[ulthll] = tf] ja  uft]]-- ;

Taman algoritmin vaativuus on helppo analysoidaiEmainen silmukka eli askel 1
vie ajanO(k). Askeleen 2 aikavaativuus @(n). Askeleen 30(k) ja askeleen ©(n).
Yhteensa laskentamenetelméan vaativuus pahimmapaakisessa on si®(k + n).

Jos nytk = O(n), niin saadaan koko laskentamenetelman vaativuud2si Nain
jarjestaminen voidaan suorittaa tassa erikoistagessga lineaarisessa ajassa alkioiden
lukumaaran suhteen. Tdma menetelma on myos stabiili

Lokeromenetelma (bin sort)

Lokeromenetelméssa jarjestettavat alkiot pannakerdihin. Yleisesti lokerossa voi
olla useita alkioita ja yhdessa lokerossa on vathey avainarvon omaavia alkioita.

Yksinkertaisin tilanne on, kun avaimet ovat kokahakuja valiltd0 ... n-1ja kukin
avain esiintyy tasmalleen yhden kerran. Talldinelakt voidaan esittaa taulukon
alkioina. Olkoon jarjestettavana taulukossdevat n alkiota taulukkoos

1. Nollaa taulukko S;
2. for (i=0;i<n;i+t ) slt[i]] = t[i] ;

Nyt alkuperaiset alkiot ovat kasvavassa jarjestyk&etaulukossa. Menetelmén
aikavaativuus on selvasii(n).

Yleisemmassa tapauksessa sama avain voi esiinggimusinkin kuin kerran tai ei
lainkaan ja samaan lokeroon voi tulla useampiaodkki Silloin lokeroa ei voida
toteuttaa taulukon alkiona. Lisaksi mukana voi dilhjia lokeroita, jolloin meidan
tulee myos koota lopputulos eri lokeroista.

Olkoon meillan tietuettaa;, joiden avainkentan arvod.avain ovat valilta[l - h] ja
merkitdanm = h - | + 1 Jarjestetaan nama alkiot listdan

Algoritmi:
lokeromenetelma (bin sort)
1. for (i=0;i<n;i++ )
Lis&a alkio a; lokeroon a; .avain
2. Luo tyhja lista lis
3. for (j=I;j<=h;j++
Lisaa listan lis loppuun lokeron j alkiot.

Algoritmin paattyessa alkiot ovat jarjestettyingtdissdis. Algoritmin aikavaativuus
on selvasti O(n+m), jos operaatiot voidaan tehda vakioajassa. Joerdadken
talletustapa on linkitetty lista, niin tima aikatraaus on saavutettavissa.

Lukujarjestelmgjarjestaminen (radix sort)

Mahdollisten avainkentan eri arvojen lukumaaran viassa lokeromenetelman
aikavaativuus vastaavasti huononee. Jos esimerkikgin kertaluokkaan?, niin
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esitetty menetelmakin on silloi®(r’). Jos avainten joukko on sopivasti rajoitettu,
niin voimme yleistaa edella esitettya lokerojadesismenetelmaa. Olkoot avainten
sallitut arvot valilta0 ... (d-1), jollakin ennalta kiinnitetyll&:n arvolla. Tassa on
lukujarjestelméan kantaluku.

Esimerkiksi avaimet voivat olla valiltd 0 - 999 wl@ kokonaislukuja. Tassa siis
avaimet ovat valilt®d ... (10-1) ja jarjestettavana olkoot seuraavat 10 lukua,rdaai
453, 9, 638, 812, 48, 561, 528, 239, 94 ja 184.

Suoritetaan alla jarjestaminen kolmessa vaiheessa.

alku vaihe 1| vaihe 2 vaihe 3
453 561 009 009
009 812 812 048
638 453 528 094
812 094 638 184
048 184 239 239
561 638 048 453
528 048 453 528
239 528 561 561
094 009 184 638
184 239 094 812

Merkitddn ensin kaikki avaimet kolminumeroisina. sEmméaisessa vaiheessa
suoritetaan jarjestaminen viimeisen numeron mukaddméa voidaan tehda
lokeromenetelmalla kayttden 10 eri lokeroa. Sigitokeroihin tulee aina tehda
stabiilisti eli uusi alkio lisdtdan aina lokeronsameiseksi alkioksi. Ensimmaisen
lokerojarjestamisvaiheen jalkeinen tilanne on jdlélukoituna vaiheen 1 alle. Taman
jalkeen toistetaan vastaavasti lokerojarjestamigtedma toiseksi viimeisen numeron
suhteen. Jalleen tulee lisays lokeroihin hoitadidisti. Taméan jalkeinen tilanne on
ylla taulukossa vaiheen 2 kohdalla. Viela kolmasrikis kayttden nyt aina
ensimmaisen numeron mukaista lokeroa ja saadaadnt alkiheen 3 sarakkeen
mukaisessa jarjestyksessa.

Olkoon avainkenttdnd vyleisesti esimerkikshumeroinen kokonaisluku ja kukin
numero on kymmenjarjestelmén luku. Talldin voidakéyttaa esitetyn kaltaista
monivaiheista jarjestamismenetelmada, jota kutsutheujarjestelmamenetelmaksi
(radix sort).

Jarjestaminen tehdaan silloknssa eri vaiheessa ja kussakin vaiheessa jarjasteta
tietueet aina yhden numeron mukaan. Aloitetaankiaampuoleisimmasta eli vahiten
merkitsevasta numerosta ja edetdan vaihe kerralledmi vasemmanpuoleisinta
numeroa. Menetelméssa on siis kutakin kymmenta meemkohti olemassa lokero,
jonka viimeiseksi alkioksi siihen tuleva alkio aisigoitetaan.

Algoritmi:
Lukujarjestelmamenetelma alkioiden jarjestamiseksi
Alkiot an, h=1,...,n ovat listassa lis

Avainkenttd on k-numeroinen 10 jarjestelmén kokonaisluku.
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Vaiheessa i jarjestetaan alkiot avainkentan I :nnen
numeron mukaan, kun numeroiden jarjestys lasketaan
oikealta vasemmalle.
1. Suorita askeleet 2, 3 ja 4 eli vaihe i kaikilla
arvoilla =12, ..k :
2. for (j=0;)<10;j++ ) merkitse lokero j tyhjaksi;
3. for (jokainen listan lis alkio ap,h=1,...,n )
poista alkio a, listasta ja lisda se avaimensa i :nnen
numeron mukaisen lokeron viimeiseksi alkioksi.
4. [/ alkioiden lista lis on nyttyhja
for (j=0;j<10;j++ )
lisda lokeron j alkiot listan lis perdan.

Esitetty algoritmi on helposti laajennettavissa mimmaan erilaiset avainkentat. Eri
lokeroiden kokoaminen tulee tehda siten, ettd eosat pienimman lokeron alkiot,
niitd seuraavat toiseksi pienimman jne.

Lukujarjestelmamenetelman suoritusajan vaativudsinp@assa tapauksessa seuraa
kaytetyn stabiilin lokerojarjestamismenetelman waatdesta. Jos avainten
mahdolliset arvot ovat valilta ... (), niin algoritmi vaatii ajarO(nk) Koskak on
vakio, niin menetelmén aikavaativuus dd(n). Aikavaativuuden laskelmat on
laajennettavissa erilaisiin avainkenttiin. Algoritmhuonona puolena on ty6tilan
kaytto lokeroita varten.

3.3 Taulukointi

Idea Valtetddn toistuvia samanlaisia rekursiivisia sk samoilla parametrien
arvoilla taulukoimalla jo laskettuja tuloksia. (Topwn— bottom-up.)

Esimerkki Binomikertoimet(nn=nC(n-)C(n-2)C---C2C 1)

(:]:ﬁ!_k)!ﬂsksn

voidaan, kuten tunnettua, maarittdd myos Pascalmikn palautuskaavalla

(n] 1 kunk =0taik = n

= -1 -1
(n j+[n j,kuno < k <n.
k-1

k K

Tahan perustuva suoraviivainen rekursiivinen atguorolisi seuraava:
int bin( int n, int k)

if ( k==0]lk==n )

returnl,

el se

returnbin( n-1,k-1 )+bin( n-1,k )
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Arvon bin(n, k) laskeminen télla algoritmilla vaakuitenkin ainakin kertaluokkaa

n . - : .
(k] olevan ajan, joka kasvaa eksponentiaalisen ndpeagak:n kasvaessa.

Syy algoritmin tehottomuuteen on, ettd se laskemasabinomikertoimen arvot
moneen kertaan:

Uudelleenlaskenta voidaan valttaa laskemalla ateddtiivisestitaulukoimalla

int bin( int n, int k)

/I maaritellaan taulukko c[0..n][0..K]
for (m=0;m <n;m++ ){
cmjoj=1
if (m<k)
c[mml=1 ;
for (j=1;j <min(m-1, k); j++ )

c[m][j] = c[m-1][i-1] + c[m-1][j] ;

return c[n]k]

}

Taman algoritmin aikavaativuus on va&dink)

Tatd menetelmada voi muokata muotoon, jossa kaksitbininen taulukko korvataan
yksidimensioisella taulukolla. Silloin pidetaangNain juuri muodostettavaa rivii
Algoritmin aikavaativuus ei tall6in muutu..

Tata vastaavanlaista valitulosten taulukointimen®ié kaytettiin laskettaessa
lyhimmat etaisyydet verkon kaikkien solmuparienli&Floydin menetelmalla.

Esimerkki: Kapsakkiongelma; matkailija lahtee reppumatkalehgn kantaa yhta
reppua mukanaan. Han on asettanut ehdottoman kiskairzorajanW, jota repun
kuorman paino ei saa ylittaa. Hanella on valittavarkappaletta erilaisia tavaroita,
joita han voi ottaa mukaansa. Jokaiselle mahdd#igavarallei han tuntee tavaran
painon w; ja hyodtyarvonp;. Oletetaan, etta tavaroiden painot ja hyotyarvedto
positiivisia kokonaislukuja. Matkailijan ongelmapa valita mahdollisimman suuren
hydtyarvon omaava repdr, jonka paino ei ylitd annettua painorajda Oletuksena
on, ettd kukin tavara, joko otetaan kokonaisuudessaukaan tai ei sitten lainkaan.
Jos jokin tavara otetaan mukaan, niin sita otekaskeintaan yksi kappale.

Ongelmana on siis valita repRya ongelma voidaan kirjoittaa muotoon
max ZiDR B kun ZiDR\Ni =W,
tassé [ R tarkoittaa sita, etta tavaran valittu reppuun mukadr

Tarkoituksena on tassa kayttaa taulukointia tAnmgelonan ratkaisuun. Tehtdvana on
silloin tunnistaa minkalaisen osaongelman tuloksidukoidaan. Hyvan osaongelman
valinta tassa onkin yleensa vaikein kohta taulutkmienetelman yhteydessa.
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Olkoon tavarat siis numeroitu jarjestykseska?, ..., n Valitaan osaongelmaksi
sellainen ongelma, jossa repun maksimipaino saakaoltkeintaarr ja meidan tulee
valita mukaan tavarat vain osajoukodta?2, ...,m Kaytetddn tastd osaongelmasta
merkintaa s(m, r) Ideana on, ettd taulukoidaan tallaisten osaorigelmns(m,r)
ratkaisuja kaikilla arvoilla, kum =1, 2, ...,jar=0,1,2, ..., W

Koska kaikkien tavaroiden painot ovat positiivisiin voidaan asettaa lahtbarvoina
ratkaisujen arvos(0, r) = 0 kunr = 0, 1, ..., Weli kun mitdan tavaroita ei oteta
mukaan reppuun, niin repun arvo on 0 kaikilla salla painoarvoilla. Taméan jalkeen

tarkastellaan tilannetta, jossa otetaan aina yksi tavara mahdollisesti reppuun
mukaan. Tama tarkoittaa, etta lasketaan repun sor) kun aikaisemmin on jo

laskettu arvos(k-1, r) Tata tarkastellaan kaikilla repun koon arvailla 1, ..., W

Otettaessa huomioon uusi tavara tulee vain takisaanattaako sita ottaa mukaan vai
ei. Taten yleisesti on voimassa seuraava

s(k.r) = s(k—-1r), josw, >r
"7 Imax(s(k-1r), p, +s(k=1r —w,)), josw, <r

Kaavan ylempi osa tarkoittaa sita, ettéd tavaea mahdu kokoa olevaan reppuun ja
alemassa osassa verrataan vaihtoehtoja, etté @aavaaoteta reppuun ja toisaalta
otetaan reppuun. Parempi vaihtoehto huomioidaan.

Voidaan kirjoittaa seuraava algoritmi.

Algoritmi: Kapsakkiongelman ratkaisu taulukoinnilla

Taulukoidaan osaratkaissfm, r) mukana tavarat, ..., mja kapsékin maksimipaino
r.

1) Aseta s[i,0]=0,i=0,...,n .
2) Aseta s[0,]=0,j=0,..,W .

3) Suorita seuraava arvoilla i=1,...,n
suorita seuraava arvoilla =1 ..., W
jos (wi <j)
s[ij] = max {s[i-1,jl.s[i-1, j - w iltp i}
muutoin

sli,jl = s[i-1,j];
4) Palauta arvo s[n, W]

Selvasti voidaan havaita, ettd algoritmin aikawaats onO(nW) Tilaa kaytetdan
myds saman verran. Itse ratkaisu voidaan myos pugkdukors ja ongelman tietojen
avulla. Jos vain ratkaisun arvo kiinnostaa, niirnigtitian tarvetta voidaan pienentaa.
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3.4 Ahne menetelméa

Idea Vastaus tarkasteltavana olevan ongelman tapanks&ennetaan perakkaisista
paikallisesti parhaan nakdisista (lokaalisestiropalisista) valinnoista.

Joissakin ongelmissa lokaalisesti optimaaliset nvai johtavat globaalistikin
optimaaliseen vastaukseen; toisissa taas pailealligalintojen optimointi voi johtaa
"umpikujaan”, so. lopulta huonoihin pakkovalintaihi

Esimerkki Rahanvaihto. Esitettavd 17 rahayksikkbd mahdaltisan vahilla
kolikoilla, kun kaytettavissé on 10, 5 ja 1 rahakks kolikot.

Ratkaisu1l7 =10 + 5+ 1 + 1 (4 kolikkoa).

Menetelm& Kussakin vaiheessa valitaan suurin kolikko, jokald sopii jaljella
olevaan summaan.

Huom Menetelm& vaatii toimiakseen sopivat kolikkojervas. Jos olisi edella
mainittujen liséaksi esim. 13 rahayksion kolikkojnnahne menetelma johtaisi tassa
tapauksessa suboptimaaliseen ratkaisuun: 13 +4 * ¢ 1 (5 kolikkoa).

Yleinen muoto:

vastaus ahne(tapaus k)

{
y=0 ; /I "Tyhja osittaisvastaus"
whi | e ( y eiole taydellinen vastaus) {
valitse y:n mahdollisista tdydennyksista €1, ..., € k
sellainen e;, etta osittaisvastaus y taydennettyna
e;j :ll& antaa "suurimman arvon";
i f ( y:ntaydentaminen ei ole mahdollista)
r et ur n fail,
el se
taydenna osittaisratkaisua y tdydennyksella ei;

}

return vy;
}

Esimerkki Verkon lyhimmat polut yhdesta lahdesolmusta verkaihin solmuihin.

Olkoon G=(V, E, ) suunnattu, painotettu verkko siten, etta kaikkiaarien pituudet
ovat ei-negatiivisia eli(e) > 0 kaikilla kaarillae U E, ja olkootvy [J V jokin verkon
kiinnitetty solmu ("lahdesolmu™).

Tehtavana on maarittaa kaikille solmuMél V etaisyys:
D[v] = lyhimmanvp:stav:hen johtavan polun pituus.

Ratkaisumenetelman (Dijkstra 1959) perustana ompigd joukkoa S niista
solmuista, joiden lyhimman polun pituus lahdesoltaws tunnetaan jo. Tata joukkoa
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Ssitten kasvatetaan ahneeseen tyyliin yksi solmmtakean. Periaate on siis seuraavan
esityksen mukainen.

1) Aluksi S = {w}.

2) Kussakin laajennusaskeleessa joukk8disataan se joukol \ Ssolmu, joka
nayttaa olevan seuraavaksi lahinna solmuéAhne laajennus.)

3) LopultaS =V.

Algoritmi:
tulos Dijkstra( L[1..n][1..n],v o) // Oletus VvV ={1, ...,n} ,
1l L verkon etaisyysmatriisi
joukko V,S; /I bittivektoreita
int D[1.n] ; /I lyhimpien
/I etaisyyksien ta ulu
S={v o}, V ={verkon muut solmut paitsi Vo};
D[V 0]:=0 ;
for (kaikilla v V) /I alustusaskel
Dlvl]=L[v  oV] ; // voi olla L[V o,v] =. =
whi | e ( Veiole tyhja joukko) {
valitse jokin u 0V, jolla D[u] on minimaalinen;
lisda u joukkoon  Sja poista se joukosta V,
f or (kaikilla v V)

D[v] = min(D[v], D[u] + L[u, Vv]) X

return D;

}

Algoritmin aikavaativuudeksi saadaad(n?); keskeinen silmukka suoritetaanl
kertaa ja kukin kierros sujuu ajageén). Esittamalla verkko lahtevien kaarien listoilla
tai forward star rakenteella ja kayttamalla tehaotekaetorakenteita toteutusta voidaan
parantaa harvoille verkoille eli sellaisille misg = e « rf. Tehokkain tunnettu
toteutus toimii ajass@(nlogn + e).llmeinen alaraja ongelmalle on kertaluokkaa

Algoritmin oikeellisuuden todistaminen perustuu etlisesti siihen, etta kaikkien
kaarien pituudet ovat ei-negatiivisia. Oikeellistubsi tietysti tarkasti todistaa.

Esimerkki Verkon lyhin virittava puu.

Olkoon G = (V, E) suuntaamaton verkkd/ on verkon solmujen joukko j& on
verkon teiden joukkoG:n aliverkkoG'=(V', E'), missaVv' I V, E' U E, virittaa G:n,
jos V'=V. JosG' ei sisdlla renkaita, se oB:n virittdva metsa Jos se on lisdksi
yhtenainen, se o@:n virittava puu

Huom. 1 Virittdvan puun olemassaolo edellyttdad, @tése on yhtenainen.
Huom. 2 Virittdvaa metsaa voidaan tarkastella myos kakeela erillisia virittavia
puita.



Algoritmit 1 65

Olkoon tarkasteltavan verkon teille maaritelty myisius eli etaisyysfunktit E —
R. Aliverkon G'=(V', E') pituus onl(G) = >___1(e).

Yhtendisen verkonlyhin virittdvd puu on se virittdva puu, jonka pituus on
minimaalinen.

Virittavilla puilla on sovelluksia mm. tietoverkkep suunnitteluissa sekd muiden
verkkoalgoritmien osana.

Triviaaliratkaisu lyhimman virittdvan puun maartigsessa olisi kayda lapi kaikki
virittdvat puut ja valita niistd minimaalinen. Tamaatisi kuitenkin eksponentiaalisen
ajan (esimn - solmuisella taydellisella verkolla @i virittavaa puuta).

Alla esitetyn ahneen ratkaisualgoritmin ideana laittaa verkonG=(V,E) triviaalilla
virittavalla metsallaVv, T) missaT = @. Metsan puita yhdistetaan sitten "ahneesti"
teilla, kunnes tuloksena on yksi yhtendinen puund&n niin kutsuttu Kruskalin
algoritmi.

Algoritmi:

joukko Kruskal( int[] v,joukko E);
/[Oletetaan, etta verkko on yhtenainen

joukko T;
T = tyhja joukko;
whil e (metsa <V, T> eiole puu) {

valitse se (jokin) e UE,jolla I(e) on pienin;
poista e teiden joukosta E;
I f (tien e paat kuuluvat metsan T eri puihin)
lisda e lyhimman virittdvan puun teiden joukkoon T;
}
return T,

}

Algoritmin tarkka aikavaativuus riippuu minimaaliséien valintatavasta ja joukko-
operaatioiden toteutuksesta. Tehokkaita tietoraient kayttden voidaan laatia
toteutus, jonka vaativuus @elog €), missée = |E|.

Algoritmin oikeellisuus perustuu siihen, etta lyhtre kaikista sellaisista, jotka
yhdistavat metsan kaksi eri puuta, kuuluu ainakimegn lyhimpaan virittavaan
puuhun: Tama tulee tietysti todistaa oikeaksi.

Ahne algoritmi heuristiikkana

Jos ongelman tarkka ratkaiseminen on hidasta, soidaskus tinkia ratkaisun
optimaalisuudesta nopeuden hyvéksi: etsitdan likdaen ratkaisu nopealla
algoritmilla. Likim&araisratkaisu voi perustua jotkin heuristiikkaan joka "nayttaa
yleensd" toimivan hyvin. Ahne menetelma sopii miskeuristisen menetelméan
perustaksi, koska ahneet algoritmit ovat yleengeita.
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Esimerkki:Kapsakkiongelma (knapsack problem)

Kapsékkiongelma; matkailija lahtee reppumatkalle Han kantaa yhtd reppua
mukanaan. Han on asettanut kokonaispainon ijgota repun kuorman paino ei saa
ylittdéd. Hanella onn kappaletta erilaisia tavaroita, joista hén voiitaaimukaan
otettavat. Jokaiselle mahdolliselle tavarallehdn tuntee tavaran painow; ja
hyotyarvon p;. Oletetaan, etta tavaroiden painot ja hyo6tyarveat opositiivisia
kokonaislukuja. Matkailijan ongelmana on valita malisimman suuren hyotyarvon
omaava repp®, jonka paino ei ylitd annettua painoraj#aOletuksena on, ettéa kukin
tavara, joko otetaan mukaan tai ei. Siis, jos s#aah mukaan, niin se otetaan
kokonaan ja sita otetaan korkeintaan yksi kappale.

Ongelmana on siis valita repRja ongelma voidaan kirjoittaa muotoon
max ). _p,kuny w <W.

Yksinkertaisin ahne heuristinen menetelma on patesaroita kapséakkiin niin kauan
kun niitd mahtuu. Tamé& voi tuottaa hyvin huonoroksken, koska se ei huomioi
mitenk&an tavaroiden arvoja.

Toinen mahdollisuus onkin pakata tavaroita hyotgarvmukaan laskevassa
jarjestyksessad. Taman huonona puolena on taaserttdese ei huomioi mitenk&én
tavaroiden painoja.

Parempi ratkaisu saadaan yleenséa seuraavallataeldlarj joka ottaa huomioon seké
tavaran arvon etta sen painon.

1) Laske kullekin tavaralle painoyksikon mukaiset amiosuhteet; = pi/w;.

2) Jarjesta tavarat naiden suhteidemukaan laskevaan jarjestykseen.

3) Taytad kapsakkia suhteidan mukaan laskevassa jarjestyksessa, niin kauan kun
tavaroita mahtuu.

Tama menetelmé on helposti toteutettavissa aikiwaatella O(nlogn). Mutta se
voi palauttaa joskus erittain huononkin ratkaisun.

Jatkuvalla kapsékkiongelmalla tarkoitetaan sebakstpsékkiongelmaa, jossa tavaroita
voidaan laittaa millainen murto-osa tahansa valiBa — 1. Jos jatkuvaan
kapsakkiongelmaan sovelletaan edella esitettya tehradgoritmia, niin se antaa
optimaalisen ratkaisun.

Esimerkki Kauppamatkustajan ongelma (TSP)

Annettu taydellinen painotettu suuntaamaton ver®k@@olmut vastaavat kaupunkeja,
kaarten painot vastaavat kaupunkien valisia etksgy. Maarattavé:ssa Hamiltonin
kehd, jonka kustannus on minimaalinen eli "lyhmittr; joka kulkee kaikkien
kaupunkien kautta tdsmalleen kerran". Ongelmagsszetaan usein myos taysi
etaisyysmatriisi.
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Ongelma on ns. NP-taydellinen, joten kaikki semgint tarkat ratkaisumenetelmat
vaativat pahimmassa tapauksessa kaupunkien lukdmaagf) suhteen
eksponentiaalisen suoritusajan.

Yksinkertaisin ahne heuristinen menetelma selvittf@kinlainen ratkaisu
kauppamatkustajanongelmalle on lienen lahimman urgapnenetelma. Lahdetdén
likkeelle jostain kaupungista ja edetddn aina rggdan vield kaymattomaan
kaupunkiin, kunnes kaikki kaupungit on kayty la@m palataan lopulta viela
lahtokaupunkiin.

Lahimman naapurin menetelma kauppamatkustajan omegjs:

1) Valitaan taméanhetkiseksi kaupungiksi= kaupunki 1. Olkoon kaymaéattomat
kaupungitk = {2, 3, ..., n}

2) Etsi kaupunki siten, etta(t, i) = min{d(t, j) | jUK}.
Lis&a kaarit, i) reittiin ja asetd =i jaK = K\{i}.
JoskK = tyhja joukko niin siirry askeleeseen 3, muutoirstaiaskel 2

3) Lisaa kaari (t, 1) reittiin ja lopeta.

Tassa on oletettu, ettd kadtj i) askeleessa 2 aina loytyy. Menetelmé& on helppo
toteuttaa siten, etta sen aikavaativuusOgr’). Mutta se voi palauttaa joskus erittéin
huonon reitin verrattuna optimaaliseen ratkaisuun.

Toinen ahne heuristiikka kauppamatkustajan ongdémal
Tarkastellaan tassa suuntaamatonta verkkoa.

1) Kasittele alla verkon teita pituuden mukaan kassaagarjestyksessa.
2) Lisaa tie reittiin, jos
a) sen kummastakin paatepisteesta alkaa enintaamaigksmin valittu tie; ja
b) se ei muodosta rengasta aiemmin valittujen teidems$a lukuun ottamatta
viimeista tieta.

Voidaan osoittaa, ettéd jos teiden pituudet toteattekolmioepayhtalonc(x, y) <
c(X, z)+c(z, y)) niin tama heuristiikka takaa ratkaisun, jonkat&nsus on enintaan
kaksi kertaa optimiratkaisun kustanr(os< 2.

Niin sanottuChristofidesin heuristiikkaakaa c< 3/2 Gp; tama on paras tunnettu
polynominen algoritmi. Jos kolmioepayhtalo ei otermassa j@ # NP, niin mik&an
polynominen algoritmi ei voi taata, etté& k-Gp, millaan vakiollak.
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4 Esimerkki eraasta ongelman ratkaisusta

Tarkastellaan niin sanottua vakaan yhdistelyn angal Esimerkiksi olkoon meilla
kolme opiskelijaa, 1, 2 ja 3 ja kolme yritystd Aj@BC. Jokainen yritys palkkaa yhden
naista opiskelijoista kesatoihin. Vastaavasti nak@me opiskelijaa menevat
kesatdihin nimenomaan yhteen naista kolmesta watsta. Ongelmana on siing, etta
kuka menee mihin yritykseen.

Kukin  opiskelija on laittanut  yritykset oman mie&n mukaan
suosituimmuusjarjestykseen.

Esimerkiksi
yritykset
1 |A |B |C
opiskelijat | 2 C B | A
3 |A |B |C

Samoin  kukin  yritys on laittanut  opiskelijat  yriggn  kannalta
suosituimmuusjarjestykseen.

Esimerkiksi
opiskelijat
A |2 3 1
yritykset |B |1 3 2
C |2 1 3

Ongelmana olisi |6ytaa opiskelijoiden kiinnitystyksiin, yksi opiskelija aina yhteen
yritykseen eli opiskelijoideghdistelyyrityksiin.

Olkoon meilla esimerkiksi yhdistely 1 — A, 2 — B-3C. Tama ei ole hyva ratkaisu,
silla jos opiskelija 2 vaihtaisi yritykseen C jaiskelija 3 vaihtaisi yritykseen B niin
seka opiskelijat etta yritykset hyotyvat. Voidaankysya, ettd onko olemassa sellaisia
ratkaisuja, joissa mikaan yrityksen ja opiskelijgihto ei paranna seka opiskelijan
etta yrityksen asemaa.

Tata ongelmaa ovat tutkineet Gale ja Shapley jeoved maéaaritelleet yhdistelylle
tallaisen ominaisuuden. Kun se on voimassa, nidisgalyn sanotaan olevaakaa

Jokaiselle yritykselle Y ja jokaiselle opiskeliglD, joka ei ole yhdistetty yritykseen Y
on voimassa ainakin toinen seuraavista

Y pitda siihen nyt yhdistettya opiskelijaa paremg&unin opiskelijaa O tai

O pitdd parempana nyt siihen yhdistettya yritystif kritysta Y.

Tama ongelma voidaan esittdd yleisesti seuraavassriossa, jossa meilld am
miesta eli miesten joukkB = {p1, p, ..., R} ja n naista eli naisten joukk® ={t;, t,
..., k}. Jokainen henkilo yhdistetddn tdsmaélleen yhteestalkaista sukupuolta
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olevaan henkil6on eli pari vihitdéan keskendan atiobn. Merkitdan PxT :lla
kaikkien mahdollisten jarjestettyjen parigm t), pOP jatOT joukkoa.YhdistelyY

on jarjestettyjen avioparien joukko, missa jokaipani kuuluu joukkoonP xT siten,
ettd jokainen joukorP ja joukonT alkio on mukana yhdistelyssa enintaan yhden
kerran. Yhdistelyy ontaydellinen yhdistelyjos jokainen joukor® ja jokainen joukon

T alkio on mukana yhdistelysséa tasmalleen yhderakerr

Maaritellaan seuraavaksi kasipgeferenssieli etusija yhdistelyssa. Jokainen mies
pP asettaa kaikki naiset jarjestykseen suosituimmestaten suosittuun. Silloin

mies p antaa etusijan naiselle naisent’ suhteen, jos miehell on nainent
jarjestyksessa ennen naist. Tata etusijajarjestysta kutsutaan miehem
preferenssilistaksi. Jarjestyksessa ei sallita ght#uuksia. Naisille on tietysti myos
omat preferenssilistat.

Jos on annettuna taydellinen yhdistely, niin siw@ olla aikaisemmin esitetyn
kaltaisia epavakaita tapauksia. Tavoitteena onatbybkaa taydellinen yhdistely
Esitetdan seuraavaksi perusteet algoritmille, jalmetaan syottotietona miesten ja
naisten preferenssilistat ja se palauttaa vakagellisen yhdistelyn eli avioparien
joukon.

Aluksi kaikki miehet ja naiset ovat naimattomia. di$telematon (vapaa, naimaton)
miesp valitsee naisel kuka on korkeimmalla miehgmpreferenssilistalla ja esittaa
naiselle kosinnan eli yhdistelytarjouksen. Nyt pdp, t) ovat kihloissa el
esiyhdistetyt.

Yleisesti ollaan tilanteessa, jossa ainakin jokesrna nainen ovat vapaita eli ei edes
kihloissa. Valitaan joku vapaa migs joka sitten valitsee preferenssilistaltaan
ensimmaisen naisen jolle mies ei viela ole esittanyt kosintaa. Jasnkosii hanta.
Jos nainert on vapaa niin pai(ip, t) kihlautuu. Jos nainenei ole vapaa, niin hén on
kihloissa jonkun miehep’ kanssa. Silloin nainehpaattdd oman preferenssilistansa
kautta kumpi miehist@ jap’ on jarjestyksessa ennen hanen preferenssiligtaliéén
valitsee preferenssilistalla edella olevan ja kibla hdnen kanssa. Toinen miehista
tulee siten vapaaksi.

Lopulta algoritmi paattyy, kun ketaan ei ole vagaan

Alla on tama pseudokoodina

Aluksi jokainen mies pOP ja jokainen nainen tdT on
vapaa
whi | e (on olemassa mies p, joka on vapaa ja joka ei ole
kosinut kaikkia naisia) {
valitse téllainen vapaa mies p
olkoon t ensimmainen nainen miehen p
preferenssilistalla, jota p ei ole kosinut
i f (t onvapaa){
pari (p, t) kihlataan
} else/{
/I olkoon kihlautunut pari (p’, 1)

if ( p onennen p:td t:n preferenssilistalla) {
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p sailyy vapaana

} else/{
aseta pari (p, t) kihlapariksi
aseta mies p’ vapaaksi
}
}

palauta kihlaparit aviopareina

Voidaan todistaa, etta algoritmin while-siimukkaaostetaan korkeintaann?
kierrosta. Kun nainen kihlautuu, niin hén sailyylkituna koko ajan aina algoritmin
paattymiseen asti. Miesten suhteen algoritmi tommiliailla eli kihlautunut mies voi
vapautua ja jos mies kihlautuu uuden naisen kamisatama uusi nainen on miehen
preferenssilistalla huonommassa asemassa kuinrestelJos mies on vapaa jollakin
hetkell&, niin aina on olemassa viela nainen, f@a ei ole kosinut. Lopuksi voidaan
osoittaa, ettd algoritmin paattyessa yhdistelyaydellinen ja liséksi se on vakaa.

Algoritmin analysointia varten tulee sen toteutustgtella tarkemmin. Koska
kierroksia tulee pahimmassa tapauksegsserran, niin tama on alaraja. Jos jokainen
kierros voidaan suorittaa vakioajassa, niin tastatassiin tarkka raja pahimmalle
tapaukselle. Tarkastellaan tarvittavia talletusnédiga. Miehet ja naiset voivat olla
numeroituja valillal ... n joten tunnistetaan heidat nailla kokonaisluvuillakaiselle
miehelle ja naiselle tarvitaan preferenssilistat na voivat olla matriiseissa
PPref[1..n, 1..n] jaTPref[1l..n, 1..n]

Algoritmissa tulee tunnistaa aina vapaa mies. Vatten voidaan kayttaa mita tahansa
yksinkertaista rakennetta, vaikkapa jonoa. Silldisd&dminen ja poistaminen
tapahtuvat vakioajassa.

Seuraavaksi valitun vapaan miehep tulee tunnistaa preferenssilistaltaan
ensimmainen nainen, jota han ei ole kosinut. Tatdtem voisi olla vektori
Seuraava[l..n] , jonka alkiossai on jarjestysnumero preferenssilistalla sille
naiselle, jota mies seuraavaksi kosii. Aluksi siSeuraava[i] = 1 kaikilla i =
1,...n Taten paastaan taas vakioaikaiseen suoritukseen.

Jokaiselle naiselle tulee lisaksi selvittaa, onkm fo kihloissa ja jos on, niin kenen

kanssa. Tata varten voidaan naisille pitdd yllatamrk Nykyinen[1..n] , jonka
alkiossa on sen miehen tunnus, jonka kanssa naiinen kihloissa. Arvd ilmaisee
sen, etta nainein on vapaa. Aluksi siislykyinen[i] = 0 kaikillai=1,...n

Jos nainert on saanut kosinnan miehelpdja nainent on kihloissa miehemp’
kanssa, niin tulisi saada selville kumpi miehipta p° on korkeammalla naisen
preferenssilistalla. Naiseh preferenssilistan lapikaynnilla tdméa voidaan sl
mutta se ei ole vakioaikainen toimenpide. Vakiomileatta varten voidaan muodostaa
taulukko Jarjestys[1..n, 1..n] , jonka alkiossali, j] on miehenj
jarjestys naisen preferenssilistalla. Talléin esitetty kahden miehaeferenssien
vertailu saadaan vakioaikaiseksi. Tam& matriisin odoastaminen tehdaan
aloitusvaiheessa samalla luettaessa naisten pnegglistoja.
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Edella esitettyja talletusrakenteita kayttden #gitédydellisen vakaan yhdistelyn
muodostaman algoritmin pahimman tapauksen aikaxagti on O(r?). Samoin
tilavaativuus orO(r).

Kannattaa huomata, etta tallaisia vakaita taydeliedistelyja voi olla useita. TallGin
voisi olla jokin kriteeri, joka laittaa taydelliseyhdistelyt vield jonkinlaiseen
paremmuusjarjestykseen.



